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2026 届高三 4 月模拟考试

数 学 试 题 2026. 04
注意事项:

1. 本试卷满分 150 分,考试时间 120 分钟。
2. 答卷前,考生务必将自己的姓名、准考证号填写在答题卡上。
3. 回答选择题时,选出每小题答案后,用铅笔把答题卡上对应题目的答案标号涂黑。 如需改动,用橡皮

擦干净后,再选涂其它答案标号。 回答非选择题时,将答案写在答题卡上,写在本试卷上无效。
4. 考试结束后,将本试卷和答题卡一并交回。

第一部分(选择题　 共 58 分)
一、单项选择题:本题共 8 小题,每小题 5 分,共 40 分. 在每小题给出的四个选项中,只有一项是符合题目

要求的.
1. 若复数 z 在复平面内对应的点为(1, - 2),则 zi 的虚部为

A. - 2 B. 1 C. i D. 2i
2. ea > eb 是 lga > lgb 的

A. 充要条件 B. 充分不必要条件 C. 必要不充分条件 D. 既不充分也不必要条件

3. 已知函数 f(x) = 3 x + ax - a - x(a > 1),若 m = f(- 3),p = f 1
3( ),q = f(ln3),则

A. m < p < q B. m < q < p C. q < p <m D. p < q <m

4. 已知四边形 ABCD 为平行四边形,A(2, - 1)、B(4, - 3)、C(8,2),m→ = (n, - 2),若BD→ ⊥m→,则 n 的值为

A. - 4
7 B. 4

7 C. - 7 D. 7

5. 若 3 x - 2
x( )

n

的展开式中二项式系数和为 256,则二项式展开式中第 3 项系数为

A. 112 B. 224 C. 56 D. 28
6. 甲、乙、丙等 5 人被安排到 A,B,C 三个社区做志愿者,每人随机选择一个社区,且这三个社区都有人去,则

甲和乙不去同一个社区的概率为

A. 1925 B. 4
5 C. 5

6 D. 2
3

7. 过曲线 C:y = x3 - 2ax + b 外一点 A( - 1,1)做 C 的切线恰好可做两条,则
A. 2a - b = 1 B. a - b = 0 C. a + b = 0 D. 2a + b = 1

8. 已知等比数列{an}的公比大于 1,a3 = 8,a2 + a4 = 20. 则下列判断正确的是

A. 任意 n∈N∗,有 an≥3

B. 数列{bn}中,b1 = 1,bn + 1 = 1 + 1
n( )·bn + n + 1

an
,则 bn + 2n

an
= 3n

C. m∈N∗,{an}在区间(0,m]中项的个数记为 bm,则 b1 + b2 +… + b100 = 480

D. 任意 n∈N∗, 1 + 1
a1

( )· 1 + 1
a2

( )… 1 + 1
an

( ) < λ,则整数 λ 的最小值为 4
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二、多项选择题:本题共 3 小题,每小题 6 分,共 18 分. 在每小题给出的四个选项中,有多项符合题目要求.

全部选对得 6 分,部分选对的得部分分,有选错的得 0 分.

9. 已知 A,B,C 是概率均不为 0 随机事件,下列说法正确的是

A. 若 P(A∪B) = P(A) + P(B),则事件 A 与 B 为对立事件

B. 若 P(A B) = P(B A),则 P(A) = P(B)

C. 若 P(A) = P(B),则 P(AB) = P(AB)

D. 若 P(A) = 1
6 ,P(B A) = 3

5 ,则 P(A + B) = 2
3

10. 在△ABC 中,∠A、∠B、∠C 所对应的边分别是 a、b、c,且 a(sinA - sinB) = (b + c)(sinC - sinB),下列结论

正确的有

A. ∠C = π
6

B. 若 c = 10 ,a = 2 3 ,则满足条件的△ABC 有 2 个

C. 如 c = 2,M 为 AB 中点,则 CM 最大值为 3

D. 若 cos3A + cos2A = 0 有两解 A1、A2(A1≠A2),则 cosA1 + cosA2 = 1
2

11. 正三棱椎 P - ABC 中,点 A1、B1、C1 分别是侧棱 PA、PB、PC 的中点,2A1A = AB = 6,则下列结论中正确的有

A. PB⊥平面 AB1C

B. 过 AC 的平面截该三棱椎所得截面三角形周长的最小值为 6 3 + 6

C. 棱长为
5
2 的正四面体可以在棱台 A1B1C1 - ABC 内随意转动

D. 在三棱台 A1B1C1 - ABC 中,若一质点从 A 出发,每次等可能地沿着三棱台的棱向相邻的另一个顶点运

动,设在 n(n∈N∗)次运动后质点仍停留在下底面 ABC 的概率为 Pn,则 Pn = 3n + 1
2·3n .

第二部分(非选择题　 共 92 分)

三、填空题:本题共 3 小题,每小题 5 分,共 15 分.

12. 一组数据 19、5、4、13、a、b、1、2、16、3 的第 60% 分位数为 9(其中 a,b∈(5,13),则 a2 + b2 最小值为

　 　 　 　 .

13. 在平面直角坐标系 xOy 中,角 α 的始边与 x 轴的非负半轴重合,终边与单位圆 O 相交于点 A,把角 α 按顺

时针方向旋转
π
4 后与单位圆 O 相交于点 B 24

25,
- 7
25( ),则 cos2α

1 + sin2α = 　 　 　 　 .

14. 焦点在 x 轴上的椭圆 C1 与双曲线 C2 有公共左、右焦点 F1、F2,点 M 是 C1 与 C2 的公共点且∠F1MF2 =

120°,点 N 在 x 轴上,满足MN→ = λ
MF1

→

MF1
→ +

MF2
→

MF2
→( ),若 t MN→ =MF1

→ + 2 MF2
→ ( t∈R),则 C1 与 C2 的离心率

之积为　 　 　 　 .
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四、解答题:本题共 5 小题,共 77 分.解答应写出文字说明、证明过程或演算步骤.

15. (13 分)设 Sn 为数列{an}的前 n 项和,已知 a1 = 1,S1 与(S4 - 1)的等比中项为 3,且 Sn

n{ }为等差数列.

(1)求数列{an}的通项公式 an;

(2)若数列{bn}满足 bn =
lg n + 3

n + 1( ),n 为奇数

2an,n 为偶数
{ ,求{bn}的前 2n 项和 T2n .

16. (15 分)在一次元宵节三角函数公式竞答决赛活动中,甲、乙两人角逐冠军. 规则如下:①共 5 次竞答机

会,每次竞答两人均从 A,B 两个箱子中选择一个公式回答,答完放回;②甲答对 A、B 箱中一个公式的概

率分别为
3
4 , 1

2 ;乙答对 A、B 箱中一个公式的概率均为
2
3 ;③每答对 A 箱中一个公式得 20 分,每答对 B

箱中一个公式得 30 分;④5 次竞答后总得分最高者获得冠军.
(1)规定甲前两次都从 A 箱中选择,后三次都从 B 箱中选择,五次竞答完成后,求甲总分得分至少 110 分

的概率.
(2)若前两次甲、乙均从 B 箱中选择公式,两次竞答后甲得总分 60 分,乙得总分 30 分. 后三次竞答在即,

深思熟虑后甲决定后三次都在 A 箱子中选择公式竞答,乙决定后三次仍然都在 B 箱子中选择公式竞

答,请问最终冠军最有可能是谁?

17. (15 分)如图,在三棱柱 A1B1C1 - ABC 中,平面 AA1B1B⊥平面 ABC,平面 CAA1C1⊥平面 ABC.
(1)求证:AA1⊥平面 ABC

(2)若 CA = 2,CB = 1,AA1 = 6 ,∠ABC = 90°,M 是线段 CC1 上一点且 AM⊥BA1,线段 AC 与过 A、M、B、A1

四点的球面是否有公共点 N? 若有公共点 N,求直线 A1N 与平面 ABC 所成角的正弦值.
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18. (17 分)已知点 D 为圆 x2 + y2 = 9 上一动点,过点 D 作 x 轴的垂线,垂足为 A,点 B 满足AD→ = 3 AB→ ,设点 B
的轨迹为曲线 C.
(1)求曲线 C 的方程;
(2)已知点 E(0,1)、F(0, - 1),S 为直线 y = 2 上的动点,连接 SE 交曲线 C 于 G,连接 SF 交曲线 C 于 H.

(ⅰ)证明直线 GH 过定点 M;

(ⅱ)若线段 EG 上存在点 R,有SE
SG = RE

RG,连接 RM 与 FS 交于点 N,求证:SHSF = NH
NF.

19. (17 分)已知函数 g(x) = ex - ax - 2a - 1
x ,a∈R.

(1)若 g(x)仅有一个零点时,求 a 的取值范围;

(2)函数 f(x) = x·g(x),且 a > 1
2e.

(ⅰ)讨论 f(x)的单调性;
(ⅱ)若存在 x1 < x2 < x3,使得 f(x1) = f(x2) = f(x3),证明:x3 - x1 < 4a.
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2026 届高三 4 月模拟考试

数学试题参考答案

题号 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

选项 B C A D A A D C CD BCD ABD

一、单项选择题:本题共 8 小题,每小题 5 分,共 40 分.

1. B　 【解析】 z = 1 - 2i,∴ zi = (1 - zi) i = 2 + i,∴ zi 的虚部为 1,选 B.

2. C　 【解析】当 lga > lgb 时,a > b 成立,当 ea > eb 时,lga > lgb 不一定成立,故 ea > eb 是 lga > lgb 的必要不充

分条件,选 C.

3. A　 【解析】易知 f(x)是 R 上增函数,ln3 > 1
3 > - 3,∴ q > p >m,选 A.

4. D　 【解析】设 D(x,y),则
2 + 8 = x + 4

- 1 + 2 = - 3 + y{ ∴
x = 6

y = 4{ ,∴ D(6,4),∴ BD→ = (2,7),而m→ = (n, - 2),BD→·m→ =

2n - 14 = 0,∴ n = 7,选 D.

5. A　 【解析】由 2n = 256 得 n = 8,∴ T3 = C2
8(

3 x) 6 - 2
x( )

2

,∴ 第 3 项系数为 4C2
8 = 112,选 A.

6. A　 【解析】先求甲、乙两人分在同一社区的概率 P0 . 分两种情况:①A、B、C3 个社区人数为 1、1、3 结构. 甲

乙分在同一社区方法数:C1
3A3

3 = 18 种;②A、B、C3 个社区人数为 1、2、2 结构. 甲乙分在同一社区方法

数:C1
3C1

2C2
3 = 18 种,而当不考虑任何条件时,满足题意分法总数为:

C3
5C1

2C1
1

A2
2

A3
3 +

C2
5C2

3C1
1

A2
2

A3
3 = 150,∴ P0 =

18 + 18
150 = 36

150 = 6
25∴ P = 19

25.

7. D　 【解析】设切点为 P(x0,y0),据题意:这样的切点有两个,即关于 x0 的方程有且仅有两根. ∵ y x = x0 =

3x2
0 - 2a,∴ y = (3x2

0 - 2a)(x - x0) + y0⇒y = (3x0
2 - 2a)(x - x0) + (x0

3 - 2ax0 + b),为过切点 P(x0,

y0)的切线,又 A( - 1,1)在此切线上,∴ 1 = (3x2
0 - 2a)( - 1 - x0) + (x3

0 - 2ax0 + b)⇒ - 2x3
0 - 3x2

0 + 2a

+ b - 1 = 0⇒2a + b = 2x3
0 + 3x2

0 + 1,令 f(x) = 2x3 + 3x2 + 1,又 A( - 1,1)不在曲线 C 上,⇒2a + b≠2,由

f(x)的图像可知 2a + b = 1,选 D.

8. C　 【解析】设公比为 q,则 q > 1,∵ a2 + a4 = 20,a3 = 8,∴ 8
q + 8q = 20,∴ q = 2 或

1
2 ,∴ q = 2,∴ an = a3·qn - 3

= 8·2n - 3 = 2n . ∵ a1 = 2,故 A 错误;对于 B,∵ bn + 1 = n + 1
n bn + n + 1

2n ,∴
bn + 1

n + 1 =
bn

n + 1
2n且

b1

1 = 1,∴ 当 n≥

2 时,
bn

n =
b1

1 + b2

2 -
b1

1( ) + … + bn

n -
bn - 1

n - 1( ) = 1 + 1
2 + … + 1

2n - 1 = 2 1 - 1
2n( ),又∵ b1 = 1,∴ bn = 2n
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1 - 1
2n( )(n∈N∗),∴ bn + 2n

an
= 2n 1 - 1

2n( ) + 2n
2n = 2n,故 B 错误;对于 C,b1 = 0,b2 = b3 = 1,b4 = b5 =… =

b7 = 2,b8 = b9 =… = b15 = 3,b16 = b17 =… = b31 = 4,b32 = b33 = … = b63 = 5,b64 = b65 = … = b100 = 6,∴ b1 +

b2 +… + b100 = 0 + 1 × 2 + 2 × 4 + 3 × 8 + 4 × 16 + 5 × 32 + 6 × 37 = 480,∴ C 正确;对于 D,令 f(n) =

1 + 1
2( ) 1 + 1

22( )…… 1 + 1
2n( ),易知{ f(n)}单增,f(1) = 3

2 ,f(2) = 15
8 ,f(3) = 135

64 > 2,当 n≥3 时,f(n)

>2. 又∵ lnf(n) = ln 1 + 1
2( ) + ln 1 + 1

22( ) +… + ln 1 + 1
2n( ),而 ln 1 + 1

2n( ) < 1
2n ,∴ lnf(n) < 1

21 + 1
22 + …

+ 1
2n = 1 - 1

2n < 1,∴ f(n) < e,∴ ∀n∈N∗, f(n) < e,∴ λmin = 3,故 D 错误.

二、多项选择题:本题共 3 小题,每小题 6 分,共 18 分.

9. CD　 【解析】对于 A,P(AB) = 0⇒A、B 互斥,不能⇒A、B 对立,A 错;对 B 得:P(AB)P(A) = P(AB)
P(B) ⇒P(AB) = 0

或 P(A) = P(B),故 B 错,故选 CD;对 C,P(A) = P(AB
—
) + P(AB),P(B) = P(A

—
B) + P(AB),若P(A)

= P(B)则 P(AB
—
) = P(A

—
B);对 D,P(A

—
) = 5

6 ,而 P(A
—
B) = P(A

—
)P(B A

—
) = 1

2 ,所以 P(A + B) =

P(A) + P(B) - P(AB) = P(A) + P(A
—
B) = 2

3 .

10. BCD　 【解析】由题意得:a2 + b2 - c2 = ab⇒cosC = 1
2 ⇒C = π

3 ,故 A 错;对 B:过点

B 作 BH⊥AC,则 BH = 3,在 CH 上存在点 A,使 BA = 10 . 且 BH < BA′ <

BC,故△ABC 有两个. (△ABC,△ABC);对 C:已知 a2 + b2 - c2 = ab 且 c =

2,∴ a2 + b2 = 4 + ab—①,延长 CM 至 Q,使 CM = MQ. 设 CM = d,则 CQ = 2d,连 AQ、

BQ 易知四边形 AQBC 为平行四边形. 由 QC 2 + AB 2 = 2( CB 2 + CA 2),得 4d2

+ 4 = 2(a2 + b2),由①得:a2 + b2 = 4 + ab≤4 + a2 + b2

2 ⇒a2 + b2≤8,∴ 4d2 + 4 = 2(a2

+ b2)≤16⇒0 < d≤ 3,即 CM max = 3 ,故 C 对;对 D:由 cos3A + cos2A = 0 得

2cos 5A2 cos A
2 = 0,又 cosA < 2

3 π⇒
0 < 5

2 A < 5
3 π

0 < A
2 < π

3

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

,故 5
2 A = π

2 或
3
2 π,或 A

2 = π
2 ⇒A =

π
5 或 A = 3

5 π 或 A = π (舍), ∴ A1 = π
5 , A2 = 3

5 π, ∴ cosA1 + cosA2 = 2cos 2π
5 · cos π

5 =

2cos 2
5 π(2sin π

5 cos π
5 )

2sin π
5

=
2cos 2

5 π·sin 2
5 π

2sin π
5

=
sin 4

5 π

2sin π
5

= 1
2 ,故 D 对;综上,选 BCD.
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11. ABD　 【解析】易知 P - ABC 为正四面体,△PAB、△PBC 均为等边三角形,又 A′、B′均

为中点⇒
AB′⊥PB
CB′⊥PB
AB′∩CB′ = B′

ì

î

í

ïï

ïï
⇒PB⊥平面 AB′C,故 A 对. 由①知 AB′⊥PB,故 AB′

是 A 到 PB 最短距离,CB′⊥PB,故 CB′也是 C 到 PB 最短距离,∴ △ACB′是所

有截面中周长最短的且 l周 长 = 3 3 + 3 3 + 6 = 6 + 6 3 ,故 B 对. 对 C:假设 C

成立,则该正四面体应有一个外接球能在三棱台内任意转动. 那么该外接球直径 2R = 5 6
4 ,又而此

三棱台内能放下的球直径不大于 6 ,显然
5 6
4 > 6 ,故放不下,故 C 错. 对 D:据题意 P1 = 2

3 ,Pn + 1

= 2
3 Pn + (1 - Pn)·

1
3 ⇒Pn = 1

2 + 1
3( )

n

,故 D 对.

三、填空题:本题共 3 小题,每小题 5 分,共 15 分.

12. 9 2

【解析】对 10 个数先排序:1、2、3、4、5、a、b、13、16、19。 据题意,a + b
2 = 9⇒a + b = 18,

由
a2 + b2

2 ≥a + b
2 ,∴ a2 + b2 ≥9 2 .

13. 7
24

【解析】 设 A ( cosθ, sinθ), B cos θ - π
4( ),sin θ - π

4( )( )⇒
cos θ - π

4( ) = 24
25

sin θ - π
4( ) = - 7

25

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

, tan θ - π
4( ) = - 7

24, 又

cos2α
1 + sinα = cos2α - sin2α

(sinα + cosα) 2 = cosα - sinα
cosα + sinα = 1 - tanα

1 + tanα = tan π
4 - θ( ) = - tan θ - π

4( ) = 7
24.

14. 7
3

【解析】据题意:F1、N、F2 三点共线,MN→ = 1
t MF1

→ + 2
t MF2

→ ,∴ 1
t + 2

t = 1⇒

t = 3⇒ MF1 ∶ MF2 = 2∶ 1,设 MF2 = m,则 MF1 = 2m,由椭圆第一

定义: MF1 + MF2 = 2a,由双曲线第二定义: MF1 - MF2 = 2a⇒

3m = 2a
m = 2a{ ⇒

a = 3
2 m

a = 1
2 m

ì

î

í

ï
ï

ïï

. 在 △MF1F2 中, 由 余 弦 定 理 得 cos120° =

(2m) 2 +m2 - 4m2

2·2m·m ⇒c2 = 7
4 m2,设椭圆,双曲线离心率分别为 e1、e2,那么 e1e2 = c

a · c
a = c2

a·a =

7m2

4
3m2

4

= 7
3

⇒e1e2 = 7
3 .
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四、解答题:本题共 5 小题,共 77 分.
15. (13 分)

解:(1)易得 S4 =10,设等差数列
Sn

n{ }的公差为 d,因为 a1 = S1 =1,所以
S4

4 -
S1

1 =3d,即10
4 -1 =3d,d = 1

2 ,

所以
Sn

n = 1 + 1
2 (n - 1),即 Sn = n(n + 1)

2 , 4 分………………………………………………………………

当 n≥2 时,an = Sn - Sn - 1 = n(n + 1)
2 - n(n - 1)

2 = n,

当 n = 1 时,a1 = 1,满足上式,所以 an = n. 6 分………………………………………………………………

(2)由(1)知 bn =
lg n + 3

n + 1( ),n 为奇数

2n,n 为偶数
{ ,则 T2n = b1 + b3 + b5 +… + b2n - 1( ) + b2 + b4 + b6 +… + b2n( )

= lg 4
2 + lg 6

4 + lg 8
6 +… + lg 2n + 2

2n( ) + (22 + 24 + 26 + … + 22n) = lg(n + 1) + 4(1 - 4n)
1 - 4 = lg(n + 1) +

4
3 (4n - 1)

所以数列{bn}的前 2n 项和为 T2n = lg(n + 1) + 4
3 (4n - 1) . 13 分…………………………………………

16. (15 分)
解:(1)甲至少 110 分有三种情况:前两次甲得 40 分,后三次甲得 90 分;前两次甲得 20 分,后三次甲得

90 分;故概率为
3
4( )

2

· 1
2( )

3

+ c12
3
4 · 1

4 · 1
2( )

3

= 15
128 6 分………………………………………………

(1)后三次甲选 A 袋,甲五次总得分 X 可能为 60、80、100、120,P(X = 60) = c03
1
4( )

3

= 1
64;

P(X = 80) = c13
1
4( )

2

·3
4 = 9

64,P(X = 100) = c23
3
4( )

2

·1
4 = 27

64,P(X = 120) = c33
3
4( )

3

= 27
64,

随机变量 X 的分布列为:

X 60 80 100 120

P 1
64

9
64

27
64

27
64

E(X) = 60 × 1
64 + 80 × 9

64 + 100 × 27
64 + 120 × 27

64 = 105 分. 10 分………………………………………………

后三次乙选 B 袋,乙五次总得分 Y 可能为 30、60、90、120,

P(Y = 30) = c03
1
3( )

3

= 1
27;P(Y = 60) = c13

1
3( )

2

·2
3 = 2

9 P(Y = 90) = c23
1
3( )

1

· 2
3( )

2

= 4
9 ,

P(Y = 120) = c33
2
3( )

3

= 8
27,随机变量 Y 的分布列为:

Y 30 60 90 120

P 1
27

2
9

4
9

8
27

E(Y) = 30 × 1
27 + 60 × 2

9 + 90 × 4
9 + 120 × 8

27 = 90 分, 14 分…………………………………………………

所以 E(X) > E(Y),故甲获得冠军的可能性更大. 15 分……………………………………………………
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17. (15 分)
解:(1)平面 ABC 内取一点 P,作 PE⊥AB 于点 E,作 PF⊥AC 于点 F.
∵ 平面 AA1B1B⊥平面 ABC,平面 AA1B1B∩平面 ABC = AB,PE⊂平面 ABC,PE⊥AB,
PE⊥平面 AA1B1B. 又 AA1⊂平面 AA1B1B,所以 PE⊥AA1 3 分………………………………………………

同理 PF⊥AA1,PE∩PF = P,所以 AA1⊥平面 ABC 5 分………………………………………………………

(2)假设线段 AC 上与过 A、M、B、A1 四点的球面有公共点 N 点,以 B 为原点,分别

以 BC、BA、B1B 所在直线为 x、y、z 轴建立空间直角坐标系则 BA1 = 0, 3 , 6( )设

M(1,0,z),则AM→ = (1,0,z)

∴ BA1
→·AM→ = - 3 + 6 z = 0,∴ z = 6

2 A(0, 3 ,0),M 1,0, 6
2( ),E1 = (0,0, 6 ),

A1 = (0, 3 , 6 )

设球心 H = (a,b,c),半径 r,其中 c = 6
2 ,b = 3

2 则球心 H = a, 3
2

6
2( ) 10 分……

由 HB1 = HM 得 a2 + 3
4 + 3

2 = (a - 1) 2 + 3
4 ,解得 a = - 1

4 10 分………………………………………

则球心 H = - 1
4 , 3

2
6
2( ),半径 r = 25

16 + 12
16 = 37

4

设AN→ = λ AC→ = λ(1, - 3 ,0),则 N(λ, 3 - 3λ,0)

∴ λ + 1
4( )

2

+ - 3
2 + 3λ( )

2

+ 3
2 = 37

16,解得 λ = 5
8 或 λ = 0,

∴ 存在点 N 满足题意. 12 分……………………………………………………………………………………

设 A1N 与平面 ABC 所成角为 θ,

①当 λ = 5
8 时,则 N 5

8 ,3 3
8 ,0( )

易求得NA1
→ = - 5

8 , 5
8 3 , 6( ),平面 ABC 法向量 n→ = (0,0,1)

则 sinθ = cos < NA1
→, n→ > =

NA1
→· n→

NA1
→ · n→

= 4 6
11 . 14 分……………………………………………………

②当 λ = 0 时,点 N 即点 A,由(1)知 A1A⊥平面 ABC,故 sinθ = 1.

综合①②可知,直线 A1N 与平面 ABC 所成角的正弦值为
4 6
11 或者 1. 15 分………………………………

18. (17 分)

解:(1) x
2

9 + y2 = 1. 4 分…………………………………………………………………………………………

(2)(ⅰ)设点 S( t,2),当 t≠0 时,则 SE:y - 1 = 1
t ·x 联立

y = 1
t x + 1

x2 + 9y2 = 9
{ 可得( t2 + 9)x2 + 18tx = 0

因为 E(0,1),∴ G - 18t
t2 + 9

,t
2 - 9
t2 + 9( ),同理可得:H 54t

t2 + 81
,81 - t2

t2 + 81( ), 6 分………………………………………
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∴ kGH =

t2 - 9
t2 + 9

- 81 - t2

t2 + 81
- 18t
t2 + 9

- 54t
t2 + 81

= 27 - t2
36t ,∴ GH:y = 27 - t2

36t x + 1
2 ,故 GH 过定点 0, 1

2( ). 8 分………………………

当 t = 0 时,易得 GH 过定点 0, 1
2( ). 9 分………………………………………………………………………

综上:GH 过定点 0, 1
2( ). 10 分…………………………………………………………………………………

(ⅱ)证明:若SE
SG = RE

RG,不妨设 G(x1,y1),设SG→ =m SE→,设 S( t,2),∴
x1 - t = -mt
y1 - 2 = -m{ ,

∴
x1 = t(1 -m)
y1 -m = 2(1 -m){ …① 12 分………………………………………………………………………………

又∵ RG→ = -m RE→,∴ R x1

1 +m,
y1 +m
1 +m( ) 13 分…………………………………………………………………

已知 x2
1 +9y2

1 =9,∴ x2
1 +9(y2

1 -m2) =9(1 -m2)代入①可得:t(1 -m)x1 +9(y1 +m)·2(1 -m) =9(1 -m2)

∴ tx1 + 18(y1 +m) = 9(1 +m)∴ t
9

x1

1 +m + 2
y1 +m
1 +m = 1 即

t
9 xR + 2yR = 1 15 分……………………………

故点 R 在直线
t
9 x + 2y = 1 上,过 M 0, 1

2( ). 同理,若线段 HF 上存在点 N′,使得
SH
SF = N′H

N′F,

可证点 N′也在直线
t
9 x +2y =1 上,又∵ RM与 FH 交点唯一确定,所以 N′与 N 重合. ∴ SH

SF =NHNF 17 分………

19. (17 分)

解:(1)由 g(x) = 0 得:a =
ex - 1

x
x + 2 (x≠0),

令 p(x) =
ex - 1

x
x + 2 ,则 p(x) ′ =

(x + 1) ex + 2
x2( )

(x + 2) 2 , 2 分…………………………………………………………

∴ p(x)的递减区间为( - Ѕ, - 2),( - 2, - 1),递增区间为( - 1,0),(0 + Ѕ),
且 lim

x→ - Ѕ
p(x) = 0, lim

x -→ -2
p(x) = - Ѕ, lim

x +→ -2
p(x) = + Ѕ, lim

x -→0
p(x) = + Ѕ, lim

x +→0
p(x) = - Ѕ,

∴ 函数 y = p(x)与 y = a 的图象如图, 4 分………………………………………………

故当 g(x)仅有一个零点时,a 的取值范围为 0, 1
e + 1[ ). 5 分…………………………

(2)(ⅰ) f(x) = xex - ax2 - 2ax - 1(x≠0),
∴ f(x) ′ = (x + 1)(ex - 2a) 6 分………………………………………………………………………………

①当
1
2e < a < 1

2 时,f(x)的递减区间为( - 1,ln2a);

递增区间为( - Ѕ, - 1),(ln2a,0),(0, + Ѕ) . 8 分……………………………………………………………

②当 a = 1
2 ,f(x)的递减区间为( - 1,0);

递增区间为( - Ѕ, - 1),(0, + Ѕ) . 9 分………………………………………………………………………
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③当 a > 1
2 ,f(x)的递减区间为( - 1,0),(0,ln2a);

递增区间为( - Ѕ, - 1),(ln2a, + Ѕ) . 10 分…………………………………………………………………

(ⅱ)由(ⅰ)知 x1 < - 1 < x2 < ln2a < x3,设 q(x) = f(x) - f( - 2 - x),
其中 - 1 < x < ln2a,
则 q′(x) = (x + 1)(ex - 2a) + ( - 2 - x + 1)(e - 2 - x - 2a) =

(x + 1)(ex - e - 2 - x) = (x + 1)(e
x + 1 - 1)(ex + 1 + 1)

ex + 2 > 0

∴ q(x)在( - 1,ln2a)单调递增,
∵ -1 < x2 < ln2a,∴ q(x2) > q( - 1) = 0,即 f(x2) > f( - 2 - x2),
∵ f(x1) = f(x2),∴ f(x1) > f( - 2 - x2),
∵ f(x)在( - Ѕ, - 1)单调递增且 x1 < - 1, - 2 - x2 < - 1,
∴ x1 > - 2 - x2,即 x1 + x2 > - 2……① 13 分…………………………………………………………………

再设 r(x) = f(x) - f(2ln2a - x),其中 - 1 < x < ln2a,

则 r′(x) = (x + 1)(ex - 2a) + (2ln2a - x + 1)(e2ln2a - x -2a) = (ex -2a) x +1 +2a(x -2ln2a -1)
ex[ ].

∵ -1 < x < ln2a,∴ x -2ln2a -1 < - (ln2a +1) <0 且 ex <2a

∴ x + 1 + 2a(x - 2ln2a - 1)
ex

< x + 1 + 2a(x - 2ln2a - 1)
2a = 2(x - ln2a) < 0

∴ r′(x) > 0,∴ r(x)在( - 1,ln2a)单调递增,
∵ -1 < x2 < ln2a,∴ r(x2) < r(ln2a) = 0,即 f(x2) < f(2ln2a - x2),
∵ f(x2) = f(x3),∴ f(x3) < f(2ln2a - x2),∵ f(x)在(ln2a, + Ѕ)单调递增

且 x3 > ln2a,2ln2a - x2 > ln2a,∴ x3 < 2ln2a - x2,即 x2 + x3 < 2ln2a……② 16 分……………………………

由①、②得:x3 - x1 < 2ln2a + 2
∵ ln2a≤2a - 1∴ x3 - x1 < 4a 17 分……………………………………………………………………………


