








数学答案 第1页（共 17页） 

泉州市 2026届高中毕业班模拟考试（一） 

2026.03 

数学参考答案及评分细则 

一、选择题：本题共 8小题，每小题 5分，共 40分。在每小题给出的四个选项中，只有一项

是符合题目要求的。 

题序 1 2 3 4 5 6 7 8 

答案 D C C A B D B D 

二、选择题：本题共 3小题，每小题 6分，共 18分。在每小题给出的选项中，有多项符合题

目要求。全部选对的得 6分，部分选对的得部分分，有选错的得 0分。 

题序 9 10 11 

答案 AD ACD ACD 

三、填空题：本题共 3小题，每小题 5分，共 15分。 

12．
4

9
          13． 7           14．

3
( , )
4
+  

四、解答题：本题共 5小题，共 77分。解答应写出文字说明，证明过程或演算步骤。 

15．（13 分） 

【命题意图】 

本题主要考查椭圆的标准方程、简单几何性质等知识；考查运算求解能力、逻辑推理能力

等；考查化归与转化思想、数形结合思想、函数与方程思想等；体现基础性、综合性，导向对

数学运算、直观想象、逻辑推理等核心素养的关注． 

【试题解析】 

解法一：(1)设 ( , )P x y ，则 ( , )Q x y− − ，则 ······························································ 1 分 

2
AP

y
k

x
=

−
，

2
BP

y
k

x

−
=
− −

，且 2x   ， ·························································· 3 分 

由
1

4
AP BPk k = − ，得

1

2 2 4

y y

x x

−
 = −

− − −
，························································ 4 分 

整理，得 2 24 4y x= − ，即
2

2 1
4

x
y+ = ，··························································· 5 分 

故 E的方程为
2

2 1( 2)
4

x
y x+ =   ．（约束条件也可写成 0y  ） ···························· 6 分 

(2)依题意，得 ( , )M x y− ，则 (0,2 )MP y=


， ( 2 ,0)MQ x= −


， 

所以 0MP MQ =


，从而MP MQ⊥


，所以 PM QM⊥ ， ······································ 1 分 

保密★使用前 
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则 PQM△ 的面积
1 1

2 2 2
2 2

S PM QM y x xy=  =  = ， ····································· 3 分 

因为点 P在曲线上，则
2

2 1
4

x
y+ = ，所以

2

21 2
4 2

x x
y y= + ≥ ， ··························· 5 分 

即 1xy≤ ，当且仅当
2

2 2

x
y= = 时取“= ”． ··················································· 6 分 

故△ PQM 面积的最大值为 2． ····································································· 7 分 

解法二：（1）同解法一； ················································································· 6 分 

（2）设 (2cos ,sin ), (0,π) (π,2π)P      ， 

则 ( 2cos , sin )Q  − − ， (2cos , sin )M  − ， ······················································ 1 分 

所以 (0,2sin )MP =


， ( 4cos ,0)MQ = −


， 

所以 0MP MQ =


，从而MP MQ⊥


，所以 PM QM⊥ ， ······································ 2 分 

则 PQM△ 的面积
1 1

2sin 4cos 2 sin 2
2 2

S PM QM   =  =  = ， ························ 4 分 

又 sin 2 1 ≤ ， 2 (0,2π) (2π,4π)   ， 

故当
π

2
2

 = 或
3π

2
2

 = 或
5π

2
2

 = 或
7π

2
2

 = ， 

即
π

4
 = 或

3π

4
 = 或

5π

4
 = 或

7π

4
 = 时，························································ 6 分 

max 2S = ． ································································································ 7 分 

解法三：（1）同解法一； ············································································ 6 分 

（2）当直线 PQ的斜率不存在时，点M与点Q重合，此时不合题意； 

当直线 PQ的斜率存在时，设直线 PQ的方程为 ( 0)y kx k=  ， ( , )P x y ， 

则 ( , ), ( , )Q x y M x y− − − ，从而 (0,2 )MP y=


， ( 2 ,0)MQ x= −


， 

所以 0MP MQ =


，从而MP MQ⊥


，所以 PM QM⊥ ， ······································ 1 分 

由 2
2

,

1,
4

y kx

x
y

=



+ =


消去 y，得 2 2(1 4 ) 4k x+ = ，整理，得 2

2

4

1 4
x

k
=

+
， ······················ 2 分 
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所以 PQM△ 的面积 2

2

1 1 8 | | 8
2 2 2

12 2 1 4
4 | |

| |

k
S PM QM y x kx

k
k

k

=  =  = = =
+

+

( 0)k  ， 

 ·············································································································· 4 分 

因为
1 1

4 2 4 4k k
k k

+  =≥ ，当且仅当
1

4 k
k

= ，即
1

2
k = 时取“= ”，················ 6 分 

所以
max 2S = ． ·························································································· 7 分 

 

16．（15 分） 

【命题意图】 

 本小题主要考查变量间的相关关系、样本相关系数、一元线性回归方程、正态分布的等

知识；考查运算求解能力等；考查数形结合思想、化归与转化思想、或然与必然思想等；体

现综合性、应用性，导向对数学建模、数学运算核心素养的关注． 

【试题解析】 

解法一：（1）根据散点图直观判断 y与 x之间线性相关． ········································· 1 分 

因为 3x = ， 1y = ， ··················································································· 2 分 

5

1

5 2.6i i

i

x y x y
=

− = ，
5

2 2

1

5 10i

i

x x
=

− = ，
5

2 2

1

5 0.68i

i

y y
=

− = ， ································ 3 分 

5

1

5 5
2 2 2 2

1 1

5
2.6 2.6

0.997
10 0.68 2 1.7

( 5 5)

i i

i

i i

i i

x y x y

r

x x y y

=

= =

−

= = = 


− −



 

， ····························· 5 分 

所以 y与 x的线性相关程度强；（求出 r的值并直接判断不扣分）························· 6 分 

（也可利用“ 0.75r  ”或“ r接近 1”判断相关程度强） 

（2）设 ˆˆ ˆy bx a= + ，则

5

1

5
2 2

1

5
2.6ˆ 0.26
10

5

i i

i

i

i

x y x y

b

x x

=

=

−

= = =

−




， ······································· 1 分 

ˆ 1 0.26 3 0.22ya bx= = −− = ， ····································································· 2 分 

所以 ˆ 0.26 0.22y x= + ， ················································································ 3 分 

故 6x = 时， ˆ 0.26 6 0.22 1.78y =  + = ． ··························································· 4 分 
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（3）依题意，得 2(1.78,0.02 )Y N ， 

由正态分布性质，可知 ( 1.75) ( 1.76) ( )P Y P Y P Y   = −＞ ＞ ＞ ． ··························· 1 分 

因为 ( ) 0.6827P Y  −  = ， 

所以
( ) 0.6827

( ) 0.5 0.5 0.84135
2 2

P Y
P Y

 
 

− 
− = + = + =＞ ． ························· 3 分 

因为
25

0.84135
30

＞ ， ··················································································· 4 分 

所以该月日参与人数超过1.75 万人的天数不少于 25 天． ···································· 5 分 

解法二：（1）根据散点图直观判断 y与 x之间具有线性相关关系． ····························· 1 分 

因为 3x = ， 1y = ， ··················································································· 2 分 

5

1

( 2.6)( )i i

i

x x y y
=

=− − ，
1

2
5

( 10)i

i

x x
=

− = ， 2
5

1

8( 0) .6i

i

y y
=

=− ， ························· 3 分 

1

2

5

1

5 5
2

1

(
2.6 2.6

= 0.997
8

)( )

10 0.6 2 1.7
(( ) )

i i

i

i i

i i

x x y y

r

x x y y

=

= =

− −

− −

= = 




 

， ······························· 5 分 

所以 y与 x的线性相关程度强；（求出 r的值并直接判断不扣分）························· 6 分 

（也可利用“ 0.75r  ”或“ r接近 1”判断相关程度强） 

（2）设 ˆˆ ˆy bx a= + ，

5

1

2
5

1

(
2.6ˆ 0.26
1

)( )

)
0

(

i i

i

i

i

x x y y

b

x x

=

=

= =

−

=

− −


， ···································· 1 分 

ˆ 1 0.26 3 0.22ya bx= = −− = ， ····································································· 2 分 

所以 ˆ 0.26 0.22y x= + ， ················································································ 3 分 

故 6x = 时， ˆ 0.26 6 0.22 1.78y =  + = ． ··························································· 4 分 

（3）同解法一． ······················································································· 5 分 

17．（15 分） 

【命题意图】 

本小题主要考查平面向量、解三角形等知识；考查运算求解能力、推理论证能力等；考查

数形结合思想、化归与转化思想等；体现基础性、综合性、应用性，导向对数学运算、直观想
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象、逻辑推理等核心素养的关注． 

【试题解析】 

解法一：（1）由正弦定理，得
1

sin
2

S bc A= ， ························································ 2 分 

| | | | cos cosAB AC AB AC A cb A =  =


 ······························································ 4 分 

由 2 3 0S AB AC+  =


，得 sin 3 cos 0bc A bc A+ = ，整理，得 tan 3A = − ， ··········· 5 分 

又因为 0 πA  ，所以
2π

3
A = ． ·································································· 6 分 

（2）由（1）知，
2π

3
A = ， 

如图，延长 AB到点 E，使得 EB BA= ，则
2 1

3 3
AD AE AC= +


， ·························· 1 分 

整得，得 2CD DE=


，又 2CD DA= ，所以DA DE= ， ······································· 2 分 

设DE t= ，则DA t= ， 2DC t= ， 3CE t= ， ··················································· 3 分 

在 ACE△ 中，由余弦定理，得 

2 2 2 2 cosCE AE AC AE AC A= + −   ，即 2 2 29 4 2t b c bc= + + …①  ······················· 4 分 

同理，在 ADE△ 中，由余弦定理，得 2 2 22 2 cos 4t t ADE c−  = …③  ··················· 5 分 

在 ADC△ 中，由余弦定理，得 2 2 25 4 cost t ADE b−  = …④  ······························ 6 分 

④＋③×2，得 2 2 29 8t b c= + …⑤  ······························································· 7 分 

⑤－①，得 24 2 0c bc− = ，化简，得 2b c= ，即 AE AC= ， ······························· 8 分 

在 ABC△ 中，由余弦定理，得 2 2 2 22π
2 cos 7

3
a c b bc c= + −   = ， 

所以
2 2 2

2 2

5 5

7 7

b c c

a c

+
= = ．  ··········································································· 9 分 

 

解法二：（1）同解法一； ·················································································· 6 分 

（2）由
4 1

3 3
AD AB AC= +


，得
2

24 1
( )
3 3

AD AB AC= +


， 

A

B

CE
D
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整理，得
2 2 216 8 1

9 9 9
AD AB AB AC AC= +  +


， 

即 2 2 216 8 1
| | | | | | | | cos | |

9 9 9
AD AB AB AC A AC= +  +


，即 2 2 216 4 1
| |

9 9 9
AD c bc b= − +


 ······ 1 分 

如图在 ABC△ 中延长 AB至点 E使得 AB BE=


，则
1

2
AB AE=


， 

由
4 1

3 3
AD AB AC= +


得
2 1

3 3
AD AE AC= +


整理得 2 2AD AE AC AD− = −


 

即 2ED DC=


，所以点 , ,E D C共线，且 2ED CD= ． ········································· 2 分 

设 ED x= ，则由 2CD AD= ，得 AD x= ， 2ED x= ， 3CE x=  ····························· 3 分 

在 ACE△ 中，由余弦定理 2 2 2 2 cosCE AC AE AC AE CAE= + −   ， 

即 2 2 2 2π
(3 ) (2 ) 2 2 cos

3
x b c b c= + −   ，整理，得 2 2 29 4 2x b c bc= + +  ① ··············· 4 分 

又由 2 2 216 4 1
| |

9 9 9
AD c bc b= − +


，得 2 2 216 4 1

9 9 9
x c bc b= − + ， 

整理，得 2 2 29 16 4x b c bc= + −  ② ································································ 5 分 

由①－②，得 2 2 2 24 2 16 4b c bc b c bc+ + = + − ，化简，得 2b c=  ··························· 6 分 

又在 ABC△ 中，由余弦定理，得 2 2 2 2 cosa b c bc A= + − ， 

即 2 2 2 2 22π
2 cos

3
a b c bc b c bc= + − = + + ，即 2 2 2 27a b c bc c= + + = ， ····················· 7 分 

所以
2 2 2 2

2 2

4 5

7 7

b c c c

a c

+ +
= = ． ········································································ 9 分 

解法三：（1）同解法一； ·················································································· 6 分 

（2）如图，以 A为原点， AB所在直线为 x轴，建立平面直角坐标系 xAy， 

 

由（1）知，
2π

3
BAC = ，所以 ( ,0)AB c=


，

3
( , )

2 2

b b
AC = −


， ·························· 2 分 

则
4 1 4 1 3 4 3

( ,0) ( , ) ( , )
3 3 3 3 2 2 3 6 6

b b b
AD AB AC c c b= + = + − = −


， ····························· 3 分 

x

y

A B

D

C
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4 3
( , )
3 3 3

b
CD AD AC c b= − = + −


， ································································ 4 分 

因为 2CD AD= ，所以 2 24 3
( ) ( )
3 3 3

b
c b+ + − = 2 24 3

4 ( ) ( )
3 6 6

b
c b

 
− + 

 
， ·················· 5 分 

整理，得
4 4

2( )
3 3 3 6

b b
c c+ = − 或

4 4
2( )

3 3 3 6

b b
c c+ = − − ， 

即 2b c= 或 0c = （舍去）， ·········································································· 6 分 

又在 ABC△ 中，由余弦定理，得 2 2 2 2 cosa b c bc A= + − ， 

即 2 2 2 2 2 22π
2 cos 7

3
a b c bc b c bc c= + − = + + = ， ················································· 8 分 

故
2 2 2 2

2 2

4 5

7 7

b c c c

a c

+ +
= = ． ··········································································· 9 分 

解法四：（1）同解法一； ·················································································· 6 分 

（2）由（1）知，
2π

3
A = ， 

如图，延长 AB到点 E，使得 EB BA= ，则
2 1

3 3
AD AE AC= +


， ·························· 1 分 

整得，得 2CD DE=


，又 2CD DA= ，所以DA DE= ， ······································· 2 分 

取DC的中点 F ，连结 ,BD FA， 

则 BD AE⊥ ， BD DF FC= = ， ···································································· 3 分 

 

从而 BD AF∥ ， 

过点C作CG BA⊥ 于G，则 BD CG∥ ， 

所以 AF CG BD∥ ∥ ，所以 1
BA DF

AG FC
= = ， ······················································· 4 分 

在 ACG△ 中， 90AGC = ， 

所以
1

cos cos60
2

AG AC CAG b b=   =   = ，
3

sin
2

CG b CAG b=  = ， ················· 5 分 

故
1

2
b c= 即 2b c= ， ··················································································· 6 分 

A

B

CE
D F

G
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又在Rt CBG△ 中， 2 2 2CB GB GC= + ，即
2

2 23
( )

4 2

b b
a c= + + ， 

整理，得 2 27a c= ，···················································································· 8 分 

所以
2 2 2 2

2 2

4 5

7 7

b c c c

a c

+ +
= = ． ········································································ 9 分 

 

18．（17 分） 

【命题意图】 

本题主要考查函数的极值与零点、方程与不等式等知识；考查运算求解能力、推理论证能

力等；考查化归与转化思想、数形结合思想、函数与方程思想等；体现基础性、综合性，导向

对数学运算、直观想象、数学抽象，逻辑推理等核心素养的关注． 

【试题解析】 

解法一：（1）函数 ( )f x 的定义域 (0, )+ ，
1

( ) exf x a
x

 = − − ， ··································· 1 分 

令
1

( ) exg x a
x

= − − ，因为
2

1
'( ) e 0xg x

x
= +  ， 

所以
1

( ) exg x a
x

= − − 在 (0, )+ 单调递增，即
1

'( ) exf x a
x

= − − 在 (0, )+ 单调递增． 

又 0x→ ,
1

'( ) e 0xf x a
x

= − −  ； x→+ ,
1

'( ) e 0xf x a
x

= − −  ． ·························· 2 分 

（没有交代极限扣 1 分） 

所以存在唯一的实数 0x ，使得 0'( ) 0f x = ，即 0

0

1
e
x

a
x

− = ． ································ 3 分 

当 0(0, )x x 时， '( ) 0f x  ，所以 ( )f x 单调递减； 

当 0( , )x x + 时， '( ) 0f x  ，所以 ( )f x 单调递增； 

故 0x x= 为 ( )f x 的极小值点，即 ( )f x 有唯一的极值点； ···································· 4 分 

（2）（ⅰ）证明：由（1），得 0( ) ( )f x f x=
极小值

． 

①当 0( ) 0f x ≥ 时， ( )f x 至多一个零点，不合题意，舍去； ································· 1 分 

②当 0( ) 0f x  即 0

0 0e ln 1 0
x

x ax− − −  时， 
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由
0

0

0

0 0

1
e ,

e ln 1 0,

x

x

a
x

x ax


− =


 − − − 

消去 a得， 0

0 0(1 )e ln 0
x

x x− −  ， ································· 2 分 

令 ( ) (1 )e ln ( 0)xp x x x x= − −  ， 

因为
1

'( ) e 0xp x x
x

= − −  ，所以 ( ) (1 )e lnxp x x x= − − 为减函数， 

又因为 (1) 0p = ，所以 0

0 0(1 )e ln 0
x

x x− −  的解集为 (1, )+ ． ······························· 3 分 

又
1

exy
x

= − 在 (1, )+ 单调递增，所以 0

0

1
e (e 1, )
x

a
x

= −  − + ． ··························· 4 分 

又 0x→ , ( ) 0f x  ； x→+ , ( ) 0f x  ．（没有交代极限扣 1 分） 

此时 ( )f x 有两个不同的零点，即 e 1a  − ．  ··················································· 5 分 

（ⅱ）由于 0 (1, )x  + ，所以 0 0lnx x 可化为

0

0

0 0

1
e

ln

x

x
m

x x

−

−
≤ ． ······························· 1 分 

令

1
e

( )
ln

x

xh x
x x

−

=
−

, (1, )x + ， ······································································· 2 分 

则
( )

2

2

1 1 1
(e )( ln ) (e )(1 )

'( )
ln

x xx x
x x xh x

x x

+ − − − −

=
−

 

2

2

1 1 1 1
e (( ln ) (1 )) ( ln ) (1 )

( ln )

x x x x x
x x x x

x x

− − − + − + −

=
−

 

( )

2

2

1 1
e ( ln 1 ) (2 ln 1)

ln

x x x x x
x x

x x

− − + + − −

=
−

 ·················································· 3 分 

由 ln 1x x −≤ ，得 ln 1 0x x− − ≥ ，从而
1 1

ln 1 0x x
x x

− − + ≥ ． ····························· 4 分 

令 ( ) 2 ln 1g x x x= − − ，
1

'( ) 2 0g x
x

= −  ，所以 ( )g x 在 (1, )+ 单调递增， 

所以 ( ) (1) 2 ln 2 1 1 ln 2 0g x g = − − = −  ，所以 2 ln 1 0x x− −  ， ·························· 5 分 

即
2

2

1 1
e ( ln 1 ) (2 ln 1)

0
( ln )

x x x x x
x x

x x

− − + + − −


−

， ····················································· 6 分 

所以 '( ) 0h x  ，所以 ( )h x 在 (1, )+ 单调递增． ·················································· 7 分 
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所以 ( ) (1) e 1h x h = − ， 

故 e 1m −≤ ． ···························································································· 8 分 

解法二：（1）函数 ( )f x 的定义域 (0, )+ ，
1

'( ) exf x a
x

= − − ， ·································· 1 分 

令
1

( ) exg x a
x

= − − ，因为
2

1
'( ) e 0xg x

x
= +  ， 

所以
1

( ) exg x a
x

= − − 在 (0, )+ 单调递增，即
1

'( ) exf x a
x

= − − 在 (0, )+ 单调递增． 

由于
1 1

| | e 1 | | e 11 1
'( ) e (| | e 1)

1| | e 1

| | e 1

a af e a a a
a

a

+ + + += − − = − + + −
+ +

+ +

 

e (| | e 1) | | 1 0a a a a − + + −  − − −  ， 

| | 2 1 1
(| | 2) e | | 2 1 0

| | 2 | | 2

af a a a a
a a

+ + = − −  + + − − 
+ +

， ···································· 2 分 

所以存在唯一的实数 0

1
( ,| | 2)
| | 2

x a
a

 +
+

，使得 0( ) 0f x = ，即 0

0

1
e
x

a
x

− = ，··········· 3 分 

当 0(0, )x x 时， '( ) 0f x  ，所以 ( )f x 单调递减； 

当 0( , )x x + 时， '( ) 0f x  ，所以 ( )f x 单调递增； 

故 0x x= 为 ( )f x 的唯一极值点． ··································································· 4 分 

（2）（ⅰ）由（1），可得 0( ) ( )f x f x=
极小值

． 

①当 0( ) 0f x ≥ 时， ( )f x 至多一个零点，不合题意，舍去； ································· 1 分 

②当 0( ) 0f x  即 0

0 0e ln 1 0
x

x ax− − −  时， 

由
0

0

0

0 0

1
e ,

e ln 1 0,

x

x

a
x

x ax


− =


 − − − 

消去 a，得 0

0 0(1 )e ln 0
x

x x− −  ， ································· 2 分 

令 ( ) (1 )e lnxp x x x= − − ， 

因为
1

'( ) e 0xp x x
x

= − −  ，所以 ( ) (1 )e lnxp x x x= − − 单调递减． 

又因为 (1) 0p = ，所以 0

0 0(1 )e ln 0
x

x x− −  的解集为 (1, )+ ． ······························· 3 分 



数学答案 第11页（共 17 页） 

又
1

exy
x

= − 在 (1, )+ 单调递增，所以 0

0

1
e (e 1, )
x

a
x

= −  − + ． ··························· 4 分 

此时 e(e ) e ln e e 1 1 e 1 (1 e ) 0
aa a a a af a a a a

−− − − − −= − − −  + − − = −   

1 2( 1) e ln( 1) ( 1) 1 ( 1) ( 1 1) ( 1) 1 0af a a a a a a a a++ = − + − + −  + − + − − + − =  

又 0

0 0

0

1
1 e 1 0

x
a x x

x
+ − = − − +  ，则

0e 1a x a−   + ， 

由零点存在性定理，存在
1 0(e , )ax x− ， 2 0( , 1)x x a + ，使得 1 2( ) ( ) 0f x f x= = ． 

综上，可得 e 1a  − ． ················································································ 5 分 

（ⅱ）将 0

0

1
e
x

a
x

− = 代入整理得 0

0 0

0

1
e ( ln )
x

m x x
x

− −≥  ········································ 1 分 

令
1

( ) e ( ln )xh x m x x
x

= − − − ， 

（1）当 0m≤ 时，因为 1x  ，所以
1

e 0x

x
−  ， lnx x ， 

所以
1

( ) e ( ln ) 0xh x m x x
x

= − − −  ，显然成立； ················································ 2 分 

（2）当 0m＞ 时，
2

1 1 1 1
'( ) e (1 ) [ e ( 1)]x xh x m x m x

x x x x
= + − − = + − − ， 

令
1

( ) e ( 1)xg x x m x
x

= + − − ，则
2

1
'( ) ( 1)exg x x m

x
= + − − ． 

显然 '( )g x 在 (1, )+ 单调递增，所以 '( ) 2e 1g x m − − ． ······································ 3 分 

①当 2e 1m −≤ ，则 '( ) 2e 1 0g x m − − ≥ ， 

此时
1

( ) e ( 1)xg x x m x
x

= + − − 在 (1, )+ 单调递增， 

所以 ( ) e 1 0g x +＞ ＞ ，即 '( ) 0h x＞ ．································································· 4 分 

所以 ( )h x 在 (1, )+ 单调递增，所以 ( ) (1)=e 1h x h m− −＞ ， 

欲使 ( ) 0h x  ，只需 e 1 0m− − ≥ ，即 e 1m −≤ ． 

即 0< e 1m −≤ 时，符合题意． ······································································· 5 分 

②当 2e 1m −＞ 时，则 (1) e 1 0h m= − − ＜ ， 

又 2 1
(2) e (2 ln 2)

2
h m= − − − ， 

⑴若 (2) 0h ≥ ，则 (1) (2) 0h h ≤ ， 
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又
1

( ) e ( ln )xh x m x x
x

= − − − 在 (1, )+ 连续， 

则存在
0 (1,2)x  ，使得

0( ) 0h x  ，这与 ( ) 0h x≥ 矛盾； ······································· 6 分 

⑵若 (2) 0h ＜ ，则 ( ) 0h x≥ 显然不恒成立 ··························································· 7 分 

综上，实数m的取值范围为 e 1m −≤ ． ··························································· 8 分 

解法三：（1）及（ⅰ）同解法一或解法二； ···························································· 4 分 

（ⅱ）将 0

0

1
e
x

a
x

− = 代入整理得 0

0 0

0

1
e ( ln )
x

m x x
x

− −≥  ········································ 1 分 

令
1

( ) e ( ln )xh x m x x
x

= − − −  

①当 e 1m −＞ 时， (1) e 1 e 1 (e 1) 0h m= − − − − − =＜ ．·········································· 2 分 

又 2 1
(2) e (2 ln 2)

2
h m= − − − ， 

若 (2) 0h ≥ ，则 (1) (2) 0h h ≤ ， 

又
1

( ) e ( ln )xh x m x x
x

= − − − 在 (1, )+ 的图象是连续不断的， 

故存在 0 (1,2)x  ，使得 0( ) 0h x  ，这与 ( ) 0h x≥ 矛盾； ······································· 3 分 

若 (2) 0h ＜ ，则 ( ) 0h x≥ 显然不恒成立 

所以 e 1m −＞ 时，
1

( ) e ( ln ) 0xh x m x x
x

= − − −  不恒成立． ·································· 4 分 

②当 e 1m −≤ ，因为 lnx x ，
1

( ) e (e 1)( ln )xh x x x
x

− − − −≥ ， ····························· 5 分 

令
1

( ) e (e 1)( ln )xp x x x
x

= − − − − ， (1) 0p =  

又
2

1 1
'( ) e (e 1)(1 )xp x

x x
= + − − − ， ·································································· 6 分 

因为 1x  ，所以 e ex  ． 

所以
2 2

1 1 1 e 1
'( ) e (e 1)(1 ) 1 0p x

x x x x

−
+ − − − = + + ＞  

所以 ( )p x 在 (1, )+ 单调递增， ······································································ 7 分 

所以 ( ) (1) 0p x p = ． 

综上，实数m的取值范围为 e 1m −≤ ． ··························································· 8 分 
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19．（17 分） 

【命题意图】 

本小题主要考查空间几何体、数列及其前 n项和、不等式等知识；考查空间想象能力、推

理论证能力、运算求解能力等；考查数形结合思想、化归与转化思想、创新意识等；体现基础

性、综合性、应用性与创新性，导向对直观想象、逻辑推理、数学运算等核心素养的关注． 

【试题解析】 

解法一：（1）正四面体 ABCD的表面积为 23
4 (6 2) =72 3

4
  ． ····························· 1 分 

依题意，得
1

3
=72 3 =108 3

2
S  ； ································································· 2 分 

2

3
=108 3 =162 3

2
S  ； ·············································································· 3 分 

正四面体 ABCD的体积为
1

18 3 4 3 72
3
  = ． ················································ 4 分 

3

1

1
72 72 ( ) 4 108

2
V = +   = ； ········································································ 5 分 

6

2

1
108 72 ( ) 6 4 135

2
V = +    = ． ··································································· 6 分 

（无详细计算过程但答案正确均给分） 

（2）（i）依题意每次操作后，几何体的表面积变为上一次的
3

2
倍， 

故数列{ }nS 是首项为108 3  ，公比为
3

2
的等比数列， 

所以
3

72 3 ( )
2

n

nS =  ； ················································································ 1 分 

依题意得， 1

1

1
72 ( ) 6 4( 2)

8

n n

n nV V n−

−− =    ≥ ， ················································ 2 分 

所以 1 1

2 2

1 3
108 72 ( ) 6 4 108 36 ( )

8 4

n n
k k k

n

k k

V − −

= =

= +    = +    

13 3
108 108[1 ( ) ] 216 144 ( )

4 4

n n−= + − = −  ． ( 2)n≥ ； ··································· 3 分 

又当 1n = 时， 1

3
216 144 ( ) 108

4

n V−  = =  

故 *3
216 144 ( ) ( )

4

n

nV n= −  N ． ··································································· 4 分 

又{ }nS 为递增数列，且当 n→+ 时， nS →+；{ }nV 为递增数列，且当 n→+ 时，
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216nV → ，所以当 n→+时， n

n

S

V
→+，故由此解释，该结构吸附能力强．（或

1

n n

n

S S

V V
≥ ，

故当 n→+时， n

n

S

V
→+，此处说理合情合理即可酌情给分） ·························· 6 分 

（ii）存在， R的最小值即为正四面体 ABCD的外接球半径为3 3 ． ···················· 1 分 

理由如下： 

 

过点 A作 AG ⊥平面 BCD于点G ，因为四面体 ABCD为正四面体，故G 为 BCD△ 外心，

即重心，内心，垂心，则G在DE上，且 2DG GE= ，同理得 F 在 AE上，且 2AF FE= ，

则 0O 为四 面体 ABCD 的外接球球 心和内切球 球心，设 四面体棱长 为 a ，

0 0 0 0 0 0,AO DO R GO FO r= = = = ， 则
2 3 3

3 2 3
DG a a=  = ， 所 以

6

3
AG a= ， 则 由

2 2 2

0 0

6 3
( ) ( )

3 3
a R a R− + = ，解得 0

6

4
R a= ，所以 0

6 6 6

3 4 12
r a a a= − = ． 

记第 1次操作后构造的任一正四面体 1T（即四面体 EHIJ ）的外接球球心为 1O ，连结 0 1O O ． 

则 1JO ⊥平面 EHI ，设垂足为 F ， =AE HI K∩ ，则 F 为 EHI△ 的外心，重心，垂心，故

F 在 EK  上，且
2 2 1 1

3 3 2 3
EF EK AE AE= =  = ，故 F 与 F 重合，所以 0 1, , , ,D O O F J共线，

则 0 1O O ⊥平面 EHI ，故 0 1

6 6 6

12 12 2 8

a
O O a a= + = ． 
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记第2次操作后在
1T 上构造的任一正四面体

2T 的外接球球心为
2O ，连结

1 2OO ，依次类推，

第 n次操作后在
1nT −
上构造的任一正四面体

nT 的外接球球心为
nO ，其任意顶点为

nP ，连

结
1n nO O− ， n nO P ．则依题意得： 

0 1

6 3 3
| | 6 2

8 2
O O =  =


，
1 6 3 3

| | 6 2 ( ) =
2 4 2

n

n n n
O P =  


， ·································· 2 分 

1 1 1

1

6 1 6 1 6 1 1 3 3 1
| | 6 2 ( ) 6 2 ( ) 6 2 ( ) (1 ) ( ) ( 1)

12 2 12 2 12 2 2 2 2

n n n n

n nO O n− − −

− =   +   =   + = 


≥ ， 

 ·············································································································· 3 分 

从而
0 1 1 2 2 3 1

1
1 ( )

3 3 3 32| | | |+| |+ +| | | | 3 3
12 2

1
2

n

n n n n n
O O OO O O O O O P−

−

+ + =  + =

−


 ． ··············· 4 分 

又 0 0 1 1 2 2 3 1n n n n nO P O O OO O O O O O P−= + + + + +


 ， 

所以 0 0 1 1 2 2 3 1| | | | | |+| |+ +| | | | 3 3n n n n nO P O O OO O O O O O P−+ + =


≤ ，故 0| | 3 3nO P ≤ ，即无论第几次

迭代， nF 的任意顶点到 0O 的距离都不会超过正四面体 ABCD的外接球半径， 

又 0 1 3 3O P = ， 

故 R的最小值即为3 3 ． ············································································ 5 分 

解法二：（1）同解法一； ·················································································· 6 分 

（2）（i）同解法一； ·················································································· 6 分 

（ii）存在， R的最小值即为正四面体 ABCD的外接球半径为3 3 ． ···················· 1 分 

理由如下： 

 

过点 A作 AG ⊥平面 BCD于点G，因为四面体 ABCD为正四面体， 
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故G为 BCD△ 外心，即重心，内心，垂心，则G在DE上，且 2DG GE= ， 

同理得 F 在 AE上，且 2AF FE= ，则
0O 为四面体 ABCD的外接球球心和内切球球心， 

设四面体棱长为 a， 0 0 0 0 0 0,AO DO R GO FO r= = = = ，则
2 3 3

3 2 3
DG a a=  = ， 

所以
6

3
AG a= ，则由 2 2 2

0 0

6 3
( ) ( )

3 3
a R a R− + = ，解得 0

6

4
R a= ， 

所以 0

6 6 6

3 4 12
r a a a= − = ． 

记第 1 次操作后构造的任一正四面体
1T （即四面体 EHIJ ）的外接球球心为

1O ，连结

0 1O O ．则 1JO ⊥平面 EHI ，设垂足为 F ， =AE HI K ，则 F 为 EHI△ 的外心，重心，垂

心， 

故 F 在 EK 上，且
2 2 1 1

3 3 2 3
EF EK AE AE= =  = ，故 F 与 F 重合， 

所以 0 1, , , ,D O O F J共线，则 0 1O O ⊥平面 EHI ，故 0 1

6 6 6

12 12 2 8

a
O O a a= + = ． 

 

以此类推，几何体 1nF − 最新构造的任一四面体 1nT − 及其在 nF 上对应的四面体 nT ，棱长分别

为 x和
2

x
，其外接球球心为别为 1nO − 和 nO ，半径为 1nR − 和 nR ，记正四面体 ABCD的中心

为 0O ，则 1

6

8
n nO O x− = ． ··········································································· 2 分 

因为
6

8
nR x= ， 1

6

4
nR x− = ，所以 1

6

8
n nR R x− − = ，故 1n nR R− − = 1n nO O− ． ·········· 3 分 
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记球
nO 体内（含表面）所有点 P的集合为

nM ， 

因为 1 1 1 1+n n n n n n n nPO PO O O R R R R− − − −+ − =≤ ≤ ，所以
-1( 1)n nM M n≥ ， ················· 4 分 

故 1 2 2 3 1 0, , ,n n n nM M M M M M− − − −  ，所以 0 ( 1)nM M n≥ ， 

因为球 nO 为四面体的外接球，即对 nT 上的任一点 nP ，都有 ( 1)n nP M n ≥
   ， 

所以 0nP M ，即 0 0 3 3nO P R =≤ ， 

故 R的最小值即为正四面体 ABCD的外接球半径为3 3 ． ·································· 5 分 

 

 


