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莆田市 2026 届高中毕业班第二次质量调研测试试卷 

数学试题参考解答及评分标准 

评分说明： 

1．本解答给出了一种或几种解法供参考，如果考生的解法与本解答不同，可根据试题的主要考

查内容比照评分标准制定相应的评分细则． 

2．对计算题，当考生的解答在某一步出现错误时，如果后继部分的解答未改变该题的内容和难

度，可视影响的程度决定后继部分的给分，但不得超过该部分正确解答应给分数的一半；如

果后继部分的解答有较严重的错误，就不再给分． 

3．解答右端所注分数，表示考生正确做到这一步应得的累加分数． 

4．只给整数分数．单项选择题和单空填空题不给中间分． 

 

一、选择题：每小题 5 分，满分 40 分． 

题号 1 2 3 4 5 6 7 8 

答案 B A D B C B C D 

1.【答案】B 

解析：    3 1 0xA x x x    ，  1A B  ，故选 B.
 

 

2.【答案】A 

解法一：  i 1 2i 2 iz     ，所以 5z  ，故选 A. 

解法二：  i 1 2i 1 2i 5z      ，故选 A.  

3.【答案】D 

解析： 依题意可得    1 22,0 , 2,0F F ，因为 1 2 2 6PF PF a   ， 1 2 2 4FF c  ，所以 1 2PFF△

的周长为 6 4 10  ，故选 D.
 

4.【答案】B 

解析：由
2 2 2 1

cos
2 2

a c b
B

ac

 
  ，且  0,B  ，解得

3
B


 ，故选 B. 

5.【答案】C 

解法一：（特殊值检验法）取
1

3
a   ，

1

2
b  ，则 2 2a b ，

1 1

a b
 ，cos cosa b ，故选项 A，

B，D 均错误； 

由于 1 1b a b      ， 1 0a   ， 1 0b   ， 
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从而
   
  

1 1

1 1 1 1

a b a ba b

a b a b

  
  

      
0

1 1

a b

a b




  ，故选项 C 正确，故选 C. 

解法二：由已知得 b a b   ，则 0a b  ， 0a b  ，从而   2 2 0a b a b a b     ，故选

项 A 错误. 

1 1 b a

a b ab


  ，因为 0b a  ， 0b  ，故当 0a  时，上式 0 ，从而

1 1

a b
 ，故选项 B 错误. 

考察函数  
1

x
f x

x



，易知  f x 在区间  1,1 上单调递增，又 1 1b a b      ，所以

   f a f b ，故选项 C 正确. 

考 察函 数   cosg x x ， 可知  g x 为 偶函 数且 在 区 间  0,1 上 单 调 递 减 ， 所 以

     g a g a g b  ，故选项 D 错误. 

故选 C. 

6.【答案】B 

解析：由于相关系数  1,1r  ，故选项 A 错误； 

当 1x  时，语文成绩的增量 5.2( 1)y x    72.4 5.2 72.4 5.2x   ，故选项 B 正确； 

回归直线方程可以不经过成对数据中的任意一对，故选项 C 错误； 

回归直线方程得到的值是预测值，不一定是真实值，故选项 D 错误. 

故选 B. 

7.【答案】C 

解析：由于 na 是等比数列，则 2
1 3 2a a a ，解得 2 2a   ，故选项 A 错误； 

当 1 0a  ， 2 0a  时，有 1 2a a ，但 0q  ，故选项 B 错误； 

由于 na 是等比数列，从而
23

1

0
a

q
a

  ，   3 1
1 3

1 3 1 3

1 1
1 1 4

a a
a a

a a a a

 
      

 
≥ ，当且仅当

3

1

1
a

a
 时取等号，又 1q  ，故选项 C 正确； 

当 1q  时，有 2
1 2 3 4 1a a a a a  ，但1 2 3 4   ，故选项 D 错误. 

故选 C. 

8.【答案】D 

解析：对给定 n≥2，且 *nN ，取 0x  ，有  0 0f n  ，  0 0nf  ，所以  0f n   0nf ，

所以选项 A 符合题设； 

对给定 n≥2，且 *nN ，取 0x  ，有  0 0f n  ，  0 0nf  ，所以    0 0f n nf  ，所以
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选项 B 符合题设； 

对给定 n≥2，且 *nN ，由    f nx nf x ，得  ln lnnx n x ，即 ln ln lnn x n x  ，整理得

ln
ln

1

n
x

n



，从而

l

1ln ln nx n  ，得
l

1
0 = nx n  ，所以选项 C 符合题设； 

对于选项 D，对给定 n≥2，且 *nN ，由    f nx nf x ，得  2 2

e enx xn  ，即  2 21
e

n x
n


 ，

因为 n≥2，所以  2 21 0n x  ，所以  2 21
0<e 1

n x
 ，又由于 n≥2，所以对任意 xR ，都有

 2 2

e enx xn  ，所以选项 D 不符合题设. 

故选 D. 

 

二、选择题：每小题 6 分，满分 18 分．（本题为多项选择题，每小题中，全部选对得 6 分，

部分选对的得部分分，有选错得 0 分） 

题号 9 10 11 

答案 ABD AC ACD 

 

9.【答案】ABD 

解析：由 2 4nS n n  ，得 2 5na n  ，从而 na 是等差数列，故 A 正确； 

由 2 0d   ，知 na 是单调递增数列，故 B 正确； 

1 2 3 4 5 6 3 1 1 3 5 7 20 12a a a a a a             ，故 C 错误； 

由  2 4 4nS n n n n    得，当 3n≤ 时， 0nS  ；当 4n≥ 时， 0nS ≥ ；由 2 5na n  知，当 2n≤

时， 0na  ；当 3n≥ 时， 0na  ；所以当 2n≤ 或 4n≥ 时， 0n

n

S

a
≥ ；当 3n  时， 3 0n

n

S

a
   ，

所以
n

n

S

a
的最小值为 3 ，故 D 正确. 

故选 ABD. 

10.【答案】AC 

解析：令   0f x  ，解得
1

2
x   ，所以  f x 有且只有一个零点

1

2
 ，故 A 正确； 

法一：（特值检验排除法）因为     1
1 1 3e 4

e
f f     ，故 B 错误； 

法二：（代数判定）只需判定 ( ) ( ) 4f x f x   是否恒成立，因为 
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e (2 1) e ( 2 1) 2 (e e ) e e
( ) ( ) 4

x x x x x xx x x
f x f x

x x x

       
     


，故 B 错误； 

2

( 1)(2 1)e
( )

xx x
f x

x

   ，所以曲线 ( )y f x 在点 (1,3e)处的切线斜率为 (1) 2ek f   ，所以

曲线 ( )y f x 在点 (1,3e)处的切线方程为 2e ey x  ，故 C 正确； 

令     
2

1 2 1 e
0

xx x
f x

x

 
   ，解得 1x   或

1

2
x  ，从而当 1x   或

1

2
x  时，   0f x  ；

当 1 0x   或
1

0
2

x  时，   0f x  ，所以  f x 在   1
, 1 , ,

2
    
 

上单调递增，在

  1
1,0 , 0,

2
   
 

上单调递减，所以当  ,0x  时，  f x 的最大值为   1
1

e
f   ，当  0,x 

时，  f x 的最小值为
1

=4 e
2

f
 
 
 

.因为 1 20x x  ， 1 2

1
( ) , ( ) 4 e

e
f x f x≤ ≥ ，所以 2 1( ) ( )f x f x ，

故 D 错误. 

故选 AC. 
11.【答案】ACD 

解法一：（空间向量非正交基底法） 

当 P为棱 1 1BC 的中点时，  1 1 1 1

1 1 1 1

2 2 3 3
AP AB AC AA AB AA AC

       
 

      
,从而 AP 



1

1 1

6 6
AB AC AA 
  

，所以
4

3
x y z   ，故 A 正确； 

 1 1 1 1 1

1 1 1

3 3 3
AC A B AC AB AA AC AB AC AA       
        

又
1 9

3 3
2 2

AC AB    
 

， 1AA


在 AC


上

的投影向量长度为 1，从而 1 3AC AA 
 

，所以 1 1 1

1

2
AC A B 
 

，故 B 错误； 

  11BP AP AB x AB yAC zAA     
     

，平面 1 1ACC A 的一组基底为 1,AC AA
 

，因为直线

BP∥平面 1 1ACC A ，所以 1x  ，故 C 正确； 

如图所示，若 1 2AA  ，则△MAB为等腰直角三角形，由

对称性可知球心O在上下底面中心 1 2OO 的连线上，在直角

梯形 1 2 1AOO A 中，经计算可得 1 3AO  ， 1 2

3

3
AO  ，

1 2AA  ， 1 2

6

3
OO  ， 2

6

6
MO  ， 1

6

2
OO  ，所以外

接球半径
3

2
2

R OA  ,从而球的表面积为18，故 D 正确. 

故选 ACD.  
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解法二：坐标法 

如图，以底面中心为 1O 为原点，分别以 1O A


， 1 2OO


的方向为 y轴、z轴的正方向，建立空间直角坐标系

1O xyz ，设三棱台的高为 h，则  0, 3,0A ，

3 3
, ,0

2 2
B
 
   
 

，
3 3

, ,0
2 2

C
 

  
 

，  2 0,0,O h ，

1

3
0, ,

3
A h
 
  
 

， 1

1 3
, ,

2 6
B h
 
   
 

， 1

1 3
, ,

2 6
C h
 

  
 

. 

3 3 3
, ,0

2 2
AB

 
    
 


，

3 3 3
, ,0

2 2
AC

 
   
 


， 1

2 3
0, ,

3
AA h

 
   
 


， 

对于选项 A，当P为棱 1 1BC 的中点时，则
3

0, ,
6

P h
 

  
 

，
7 3

0, ,
6

AP h
 

   
 


， 

由 1AP xAB yAC zAA  
   

得
3 3 3 3 3 3 2 3

, ,
2 2 2 2 3
x y x y z zhAP

 
      






， 

从而有
3 3

0
2 2
x y   ，

3 3 3 3 2 3 7 3

2 2 3 6
x y z     ， zh h ，解得

1
, 1

6
x y z   ，所

以
4

3
x y z   ，故 A 正确； 

对于选项 B， 1 1

1 3
, ,0

2 2
AC

 
   
 


， 1

3 5 3
, ,

2 6
A B h

 
     
 


， 1 1 1

1

2
AC A B 
 

 ，故 B 错误； 

对于选项 C，设 ( , )x y z ,n 为平面 1 1ACC A 的法向量，  

则

1

3 3 3
0,

2 2

2 3
0.

3

AC x y

AA y hz


  


    







n

n

 

取 3y  ，则 3x  ，
2

z
h

 ，所以
2

(3, 3, )
h

n 是平面 BCDF 的一个法向量．  

3 3 3 3 3 3 3 2 3 3
, 3,

2 2 2 2 2 3 2
BP BA AP x y x y z zh

 
        







  
，由直线 BP ∥平面

1 1ACC A 可知 0BP 

n ，解得 1x   ，故 C 正确； 



                                数学参考解答第6页（共 18 页） 

对于选项 D，因为 1 2AA  ，所以

2

23
3 2

3
h

 
    

 
，解得

6

3
h  . 

由对称性可知球心O在 1 2O O 上，可设 (0,0, )O a ，又  0, 3,0A 1

3 6
0, ,

3 3
A
 
  
 

，由

1OA OA r  可得 2 23 a r  ， 2 21 6
( )

3 3
a r   ， 

解得
6

2
a   ，

3 2

2
r  ，从而球的表面积为18，故 D 正确. 

故选 ACD.  

 

三、填空题：每小题 5 分，满分 15 分． 

12. 【答案】 5  

解析：依题意得  3,3 k  a b ，因为   a a b ，所以   0 a a b ，即  2 3 3 3 0k    ， 

解得 5k   ，故填 5 . 

13.【答案】
8

15
 

解法一：记事件 A  “取出的球的标号之和不超过5 ” 

样本空间的所有样本点为： 1 , 2 , 3 , 4 , 1,2 , 1,3 , 1,4 , 2,3 , 2,4 , 3,4 , 1,2,3 ,

 1,2,4 , 1,3,4 , 2,3,4 , 1,2,3,4 ，故   15n   ，   8n A  ，所以   8

15
P A  ，故填

8

15
. 

解法二：样本空间的所有样本点共有 1 2 3 4
4 4 4 4 15C C C C    个，因为所有标号之和为10，

故每一种标号之和小于5 的情况都对应一种标号之和大于5 的情况，反之只有标号之和为10

的情况对应的是标号之和为 0 的情况，当标号之和为5 时，只有 1,4 ， 2,3 两种情况，所

以符合条件的情况有8种，所以概率   8

15
P A  ，故填

8

15
. 

14. 【答案】9  

解法一：依题意可得    1,0 , 2,0A F .因为 l 的斜率不为零，故可设 : 2l x ty  ，代入

2
2 1

3

y
x   ，消去 x ，整理得  2 23 1 12 9 0t y ty    . 设    1 1 2 2, , ,M x y N x y ，则 1 2y y

2

12

3 1

t

t





， 1 2y y 

2

9

3 1t 
，因为        2

1 2 1 2 1 2 1 21 1 3 3 3 9x x ty ty t y y t y y         

2 2

2 2

9 36
9

3 1 3 1

t t

t t
  

  2

9

3 1t




，所以   1 2 1 21 1 0AM AN x x y y    
 

 ，所以 AM AN ，即
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AMN△ 为直角三角形，所以 AMN△ 的外接圆的半径为
1

9
2
MN  ，故填9 .  

解法二：先证明一个关于双曲线C ：
2

2 1
3

y
x   的结论： 

设点 P为双曲线右支上一点，右焦点 F ，左顶点 A，则必有 2PFA PAF   . 

证明如下： 

要证明 2PFA PAF   ，只需证明 tan tan(2 )PFA PAF    ，即证 2

2

1 ( )
PA

PF
PA

k
k

k
 

 （*）. 

设 0 0( , )P x y ，则
0

0 2PF

y
k

x


 ，
0

0 1PA

y
k

x


 ， 

从而（*）式右边为

0

0 0 0
2 2

20 0 0

0

2
1 2( 1)

( 1)1 ( )
1

y

x x y
y x y

x

 


 


，左边为
0

0 2

y

x


 ， 

故（*）式等价于
0 0 0

2 2
0 0 0

2( 1)

2 ( 1)

y x y

x x y


 

   ，即为 2 2
0 0 0 0( 1) 2( 1)( 2)y x x x     ， 

代入 2 2
0 03 3y x  ，则只需 2

0 0 0 02 2 4 2( 1)( 2)x x x x     ， 

因为上式成立，所以原命题成立. 

利用上述结论， 

（1）当 P，Q都在右支时，则 2PFA PAF   ， 2QFA QAF   ，又 180PFA QFA   ，

所以 90PAF QAF   ，从而以 PQ为直径的圆过 A，故所求圆的半径为9 . 

（2）当点 P在左支，点Q在右支时，只需证明 2( 90 )PFA PAF     ， 

即证 tan tan 2( 90 )PFA PAF     ，只需证 2

2

1 ( )
PA

PF
PA

k
k

k
 

 ，下同（*）式的证明. 

从而以 PQ为直径的圆过 A，故所求圆的半径为9 . 

综上，从而以 PQ为直径的圆过 A，故所求圆的半径为9 . 

 

四、解答题：本题共 5 小题，共 77 分．解答应写出文字说明、证明过程或演算步骤． 

15．本小题主要考查三角函数的图象及性质，三角函数恒等变换等基础知识；考查运算求解

能力，逻辑推理能力等；考查数形结合思想，函数与方程思想等；考查逻辑推理，数学运算，

直观想象等核心素养；体现基础性和综合性．满分 13 分． 

解：（1）因为  f x 的图象过点
π

, 2
4

P
 
 
 

，所以 2sin 2
4

   
 

， ······················ 1 分 

所以 + 2
4 2

k 
   ， k Z ， ···································································· 2 分 
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又因为   ，所以
4

 
 ， ······································································· 3 分 

故   2sin
4

f x x
   

 
． ············································································ 4 分 

令 2 2
2 4 2

k x k
  

    ≤ ≤ ， k Z ，得
3

2 2
4 4

k x k
 

   ≤ ≤ ， k Z ， ············ 5 分 

所以  f x 的单调递增区间是  3
2 ,2

4 4
k k k

        
Z ． ································ 6 分 

（2）证明：因为 4sin sin
4 4 2

f f                  
     

， ································ 7 分 

所以 4sin cos 3   ，即
3

sin cos
4

   ， ························································ 8 分 

因为   15
sin sin cos cos sin

16
         ， ··············································· 9 分 

所以
3

cos sin
16

   ， ·············································································· 10 分 

从而 sin cos 4cos sin    ， ··································································· 11 分 

又 cos 0  ， cos 0  ，所以
sin 4sin

cos cos

 
 
 ， ·············································· 12 分 

所以 tan 4 tan  ，证毕． ······································································ 13 分 

16．本小题主要考查导数及其应用等基础知识；考查逻辑推理能力，运算求解能力，创新意

识等；考查函数与方程思想，转化与化归思想，分类与整合思想，数形结合思想等；考查逻

辑推理，数学运算，直观想象等核心素养；体现基础性和综合性．满分 15 分． 

解：（1）  f x 的定义域为  0, ． ····························································· 1 分 

当 2a  时，   22 lnf x x x  ，  
21 4 1

4
x

f x x
x x

    ． ································· 2 分 

令   0f x  ，解得
1

2
x   （舍去），或

1

2
x  ， ·············································· 3 分 

当
1

0,
2

x
  
 

时，   0f x  ，  f x 在
1

0,
2

 
 
 

上单调递减； ································· 4 分 

当
1

,
2

x
   
 

时，   0f x  ，  f x 在
1

,
2

  
 

上单调递增． ···························· 5 分
 

因此  f x 的极小值为
1 1

ln2
2 2

f
    
 

，无极大值． ········································· 6 分 

（2）解法一：由    2f x a x≥ ，得  2 ln 2 0ax x a x   ≥ ， 

令    2 ln 2g x ax x a x    ， 0x  ， ·························································· 7 分 
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则       22 2 1 2 1 11
2 2

ax a x x ax
g x ax a

x x x

    
       ， ························· 8 分 

① 当 0a≤ 时，  1 2 2 0g a   ，不合题意，舍去；······································· 9 分 

② 当 0a  时，令   0g x  ，得
1

2
x   （舍去），或

1
x

a
 ， ···························· 10 分 

当
1

0,x
a

  
 

时，   0g x  ，  g x 在
1

0,
a

 
 
 

上单调递减； 

当
1

,x
a

   
 

时，   0g x  ，  g x 在
1

,
a

  
 

上单调递增． ···························· 11 分 

因此  g x 的最小值为
1 1 2 1

ln 1 ln 1g a a
a a a a

         
 

， ······························ 12 分 

令   1
ln 1m a a

a
   ，依题意得   0m a ≥ ． 

由 lny x 及
1

y
x

  的单调性可知  m a 在  0, 上单调递增， ························ 13 分 

又因为  1 0m  ，所以 1a≥ ， ···································································· 14 分 

所以 a的取值范围为  1, ． ···································································· 15 分 

解法二：由 ( ) (2 )f x a x≥ ，得 2( ) 2 lnx x a x x ≥ ， 

因为 2 0x x  ，所以 2

2 lnx x
a

x x




≥ ． ···························································· 7 分 

设 2

2 ln
( )

x x
g x

x x





， 0x  ， ······································································· 8 分 

则
    

 

2

22

1
(2 ) 2 ln 2 1

( )
x x x x x

xg x
x x

    
 


 ··················································· 9 分 

       

  
 22

2 1 ln 1x x x

x x

  
 


， ································································ 10 分 

设 ( ) ln 1h x x x   ，则
1

( ) 1 0h x
x

    ， 

故 ( )h x 在 (0, ) 上单调递增， ··································································· 11 分 

又因为 (1) 0h  ，所以 ( ) 0g x  有唯一零点1． ··············································· 12 分 

当 (0,1)x 时， ( ) 0g x  ， ( )g x 在 (0,1) 上单调递增； 

当 (1, + )x  时， ( ) 0g x  ， ( )g x 在 (1, ) 上单调递减． ································· 13 分 
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从而 ( )g x 的最大值为 (1) 1g  ，所以 1a≥ ， ··················································· 14 分 

所以 a的取值范围为  1, ． ···································································· 15 分 

解法三：由    2f x a x≥ ，得  2 ln 2 0ax x a x   ≥ ， 

令    2 ln 2g x ax x a x    ， 0x  ，·························································· 7 分 

取 1x  ，则  1 2 2 0g a  ≥ ， ···································································· 8 分 

解得 1a≥ ． ···························································································· 9 分 

因为    2 2ln 2 ( ) ln 2g x ax x a x a x x x x        ，且
2 0x x  ， 

所以当 1a≥ 时，   2 lng x x x x ≥ ， ·························································· 10 分 

令   2 lnF x x x x   ，则只需证   0F x ≥ ． ················································· 11 分 

下面证明   0F x ≥ ． 

    2 1 11
2 1

x x
F x x

x x

 
     ，····························································· 12 分 

当  0,1x 时，   0F x  ，  F x 在 (0,1) 上单调递减； 

当  1,x  时，   0F x  ，  F x 在 (1 ) ， 上单调递增． ······························ 13 分 

因此    1 0F x F ≥ ，证毕．····································································· 14 分 

综上所述， a的取值范围为  1, ． ··························································· 15 分 

17．本小题主要考查抛物线的标准方程及简单几何性质，直线与抛物线的位置关系等基础知

识；考查逻辑推理能力，运算求解能力等；考查转化与化归思想，数形结合思想，函数与方

程思想等；考查逻辑推理，数学运算，直观想象等核心素养；体现基础性和综合性．满分

15 分． 

解法一：（1）依题意可知 ,0
2

p
F
 
 
 

， :
2

p
l x   ．                       ··········· 1 分 

设直线 l与 x轴交于点H ，则 2 3PH  ，                            ··········· 2 分 

由抛物线的定义可知 PQ QF ，                                   ··········· 3 分 

y

xH

Q

O F

P
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又因为 FP FQ ，所以 PFQ△ 为等边三角形， ············································· 4 分 

又因为 PQ HF∥ ， 

所以 60PFH FPQ    ， ······································································· 5 分 

在 PHFRt△ 中，由 tan
PH

PFH
HF

  ，得 2HF  ，  

所以 2p  ．  ·························································································· 6 分 

（2）由（1）得抛物线方程为 2 4y x ． 

依题意知直线m 的斜率不为 0 ，可设 : 4m x ty  ，  1 1,A x y ，  2 2,B x y ， ·········· 7 分 

由方程组
2

4,

4

x ty

y x

 



消去 x，得 2 4 16 0y ty   ， ··········································· 8 分 

则 216 64 0t    ， 1 2 4y y t  ， 1 2y y  16 ， ············································· 9 分 

所以    2 2 2 2
1 2 1 21 1 1 16 1AD BD t y t y t y y t         ， ······················ 10 分 

故  216 1 24t  ，得 2 1

2
t  ， ···································································· 11 分 

又因为
 2

1 2 2

1 2

y y
t

y y


  ，所以

2 2
1 1 2 2 1 2

1 2 2 1

2 1
2

2

y y y y y y

y y y y

 
     ， ···················· 12 分 

从而

2

1 1

2 2

5
1 0

2

y y

y y

   
     

   
， ······································································ 13 分 

解得 1

2

2
y

y
  ，或 1

2

1

2

y

y
  ， ······································································ 14 分 

因为 1

2

AD y

BD y
 ，

 

所以
AD

BD
的值为 2或

1

2
． ········································································· 15 分 

解法二：（1）依题意可知 ,0
2

p
F
 
 
 

， :
2

p
l x   ． ············································ 1 分 

设直线 l与 x轴交于点H ，则 2 3PH  ， ···················································· 2 分 
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因为 FP FQ ， PQ HF∥ ， 

所以 2P Q Fx x x  ，                                      ·························· 3 分 

所以
3

2Q

p
x  ，从而

3
, 2 3

2
Q p
 
 
 

，                         ·························· 4 分 

代入 2 2y px ，得 212 3p ，                              ·························· 5 分 

又 0p  ，得 2p  ．                                     ·························· 6 分 

（2）由（1）得抛物线方程为 2 4y x ． 

依题意知直线m 的斜率不为 0 ，可设 : 4m x ty  ，  1 1,A x y ，  2 2,B x y ， ·········· 7 分 

由方程组
2

4,

4

x ty

y x

 



消去 x，得 2 4 16 0y ty   ， ··········································· 8 分 

则 216 64 0t    ， 1 2 4y y t  ， 1 2y y  16 ， ············································· 9 分 

所以    2 2 2 2
1 2 1 21 1 1 16 1AD BD t y t y t y y t         ， ······················ 10 分 

故  216 1 24t  ，得 2 1

2
t  ， ···································································· 11 分 

根据对称性，不妨取
2

2
t  ，得 2 2 2 16 0y y   ， ······································ 12 分 

解得 4 2y  ，或 2 2y   ， ···································································· 13 分 

从而 1

2

2
y

y
  ，或 1

2

1

2

y

y
  ， ······································································ 14 分 

因为 1

2

AD y

BD y
 ，

 

所以
AD

BD
的值为 2或

1

2
． ········································································· 15 分 

18．本小题主要考查简单几何体的体积，直线与直线，直线与平面，空间角等基础知识；考

查空间想象能力，逻辑推理能力，运算求解能力，创新意识等；考查转化与化归思想，数形

结合思想，函数与方程思想等；考查逻辑推理，数学运算，直观想象，数学抽象等核心素养；

体现基础性、综合性和创新性．满分 17 分． 

y

xH

Q

O F

P
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解法一：（1） ( )AE BC AE AC AB AE AC AE AB   
        

    ， ······························· 1 分 

又 1 2 cos 2cosAE AC     
 

 ， ······························································· 2 分 

同理 2cosAE AB 
 

 ，所以 0AE BC 
 

 ， ······················································ 3 分 

故 AE BC ． ························································································· 4 分 

（2）取 BC 中点O，由 AB AC ，可知 AO BC ， 

由（1）知 AE BC ，又 AE AO A ，所以 BC 平面 AOE ．  

如图所示，以O为原点，分别以OC


，OA


的方向为 x轴、 y轴的正方向，并均以 1 为单位

长度，建立空间直角坐标系， ····································································· 5 分 

则 (0, 3,0)A ， ( 1,0,0)B  ， (1,0,0)C ． 

设 OAE   ， 

则 (0, 3 cos ,sin )E   ， 

从而 (0, cos ,sin )AE   


， 

( 1, 3,0)AB   


， ··················································································· 6 分 

又 ,
3

AB AE



 

，所以 cos ,AB AE 
  1

2

AB AE

AB AE


 
  ， 

解得
3

cos
3

  ，从而
6

sin
3

  ， ······························································ 7 分 

所以
2 3 6

(0, , )
3 3

E ，
2 3 6

(1, , )
3 3

BE 


． 

设 ( , )x y z ,n 为平面 BCDF 的法向量， 

3 6
(0, , )

3 3
AE  


， (2,0,0)BC 


， ····························································· 8 分 

则

3 6
0,

3 3

2 0.

AE y z

BC x


   


  






n

n

 

取 2y  ，则 0x  ， 1z  ，所以 (0, 2,1)n 是平面 BCDF 的一个法向量． ········ 9 分 

设直线 BE 与平面 BCDF 所成角为，  
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则

2 3 6
0 2

3 3 6
sin

34 2
1 2 1

3 3

BE

BE


  

  
   





n

n
， 

所以直线 BE 与平面 BCDF 所成角的正弦值为
6

3
． ······································· 10 分 

（3）同（2）中的建系方法，可得 (0,2cos ,0)
2

A


， 

( 2sin ,0,0)
2

B


 ， (0,2cos cos ,sin )
2

E
   ， 

( 2sin , 2cos ,0)
2 2

AB
 

  


， (0, cos ,sin )AE   


， 

从而 cos cos cos
2

AB AE

AB AE

  
 

  ，即
cos

cos
cos

2




 ． ····································· 11 分 

如图所示，将该多面体补成侧棱长为 6 的三棱柱 1 1 1ABC A B C ， ······················· 12 分 

设该多面体的高为 h，则 6sinh  ， 

所以该多面体的体积
1

6sin sin 6sin
2 ABCV S h      △

2

2

cos
1

cos
2





， ··············· 13 分 

又因为
π

2
   ， 

所以 2 26sin 1 4sin 6sin 2cos 1 6 (2cos 1)(1 cos )
2

V
           ． ········ 14 分 

令 cost  ，则
1

( ,1)
2

t ，记 2( ) (2 1)(1 )f t t t   ，  

所以 2( ) 6 2 2f t t t     ， ········································································· 15 分 

令   0f t  ，解得 1

1 13

6
t


 ， 2

1 13

6
t


 （舍去）， 

当 1

1
( , )
2

t t 时， ( ) 0f t  ， ( )f t 在 1

1
( , )
2
t 上单调递增； 

当 1( ,1)t t 时， ( ) 0f t  ， ( )f t 在 1( ,1)t 上单调递减． 

所以当 1t t 时， ( )f t 有最大值，此时V 也有最大值， ····································· 16 分 

所以当该五面体的体积取到最大值时，
1 13

cos
6

 
 ． ································· 17 分 

解法二：（1）取 BC 中点O，连接 EO， AO， EB， EC ． 



                                数学参考解答第15页（共 18 页） 

由 AE AE ， AB AC ， EAB EAC   ，得 EAB EAC△ ≌△ ， 

所以 EB EC ，                                                    ··········· 1分 

故 EO BC ．                                                     ············ 2分 

在 ABC△ 中， AB AC ， 

得 AO BC ，又 AO EO O ， 

所以 BC 平面 AOE ，                                              ··········· 3分 

又 AE 平面 AOE ，所以 AE BC ．                                 ············ 4分 

（2）当
π

3
  时，在 ABE△ 中，由余弦定理得 

2 2 2 1
2 cos 4 1 2 2 1 3

2
BE AB AE AB AE EAB            ， ··························· 5分 

所以 3BE  ， 2 2 2AB AE BE  ，从而 AE BE ． ········································· 6分 

又由（1）知 AE BC ， BE BC B ，所以 AE 平面 BCE ， 

所以 AE EO ，又由 AE BF∥ ，所以 BF EO ， 

又 BC EO ， BC BF B ，所以 EO 平面 BCDF ， ····································· 7分 

所以 EBO 为直线 BE 与平面 BCDF 所成的角． ·············································· 8分 

当
π

3
  时， ABC△ 为等边三角形，故

1
1

2
BO BC  ， 

所以
1 3

cos
33

BO
EBO

BE
    ，从而

6
sin

3
EBO  ， ··································· 9分 

所以直线 BE 与平面 BCDF 所成角的正弦值为
6

3
． ······································· 10分 

（3）过 E作 EH  AO于点H ， 

由（1）可知 BC 平面 AOE ，从而 BC EH ， 

又 AO BC O ，所以 EH 平面 ABC． ······················································11分 

过H 作HM AB 于M，连接 EH ，可知 EM AB ， 

cos cos sin
cos 2sin

cos 2cos cos
2 2

AM
AH BAEAEEAH

AMAE BAO
AH

  
 


      

 ， ························ 12分 

故 2sin 1 4sin 2cos 1
2

EH EA EAH
        ． 

连接CF ，因为 AE BF∥ ， 

所以
1

3
A BCE

F BCE

V AE

V BF




  ， 
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又因为 BF CD∥ ，所以
3

5
B FCE

D FCE

V BF

V CD




  ， 

从而
5

5 5
3D FCE B FCE A BCE E ABCV V V V      ， 

故该五面体的体积 9 E ABCV V  ， ································································· 13分 

又
1 1 1 2

2 2sin 2cos 1 sin 2cos 1
3 3 2 3E ABC ABCV S EH               

    2 22 2
sin 2cos 1 1 cos 2cos 1

3 3
        ， 

因此该多面体的体积   26 1 cos 2cos 1V     ． ······································· 14分 

下同解法一． ························································································· 17分 

19．本小题主要考查条件概率与全概率公式，分布列与数学期望，等差数列等基础知识；考

查逻辑推理能力，运算求解能力，应用意识，创新意识等；考查统计与概率思想，转化与化

归思想等；考查逻辑推理，数学运算，数学抽象，数学建模等核心素养；体现基础性、综合

性和创新性．满分17分． 

解：（1）由题意可知 0 1a  ， 0Na  ． ··························································· 2分 

由全概率公式，得  1 11k k ka pa p a    ，1 1k N ≤ ≤ ． ··································· 4分 

（2）当
1

2
p  时， 1 1

1 1

2 2k k ka a a   ，1 1k N ≤ ≤ ， 

即 1 1k k k ka a a a    ，故 ka 为等差数列． ···················································· 5分 

设通项公式 0ka a k d   ， 

由
0

0

1 

0N

a

a a N d


    

，

，
得

1
d

N
  ， ······························································ 6分 

所以 1k

k
a

N
  ． ······················································································ 7分 

又因为系统数据块的初始数量为M， 

所以系统最终以“成功复位”状态终止的概率为 1M

M
a

N
  ， 

从而系统最终以“内存溢出”状态终止的概率为1 M

M
a

N
  ． 

令 (1 ) 0
M M

N N
   ，解得

2

N
M  ，······························································· 8分 

所以当 0
2

N
M ≤ 时，“成功复位”的概率大于“内存溢出”的概率； 
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同理可得，当
2

N
M  时，“成功复位”的概率等于“内存溢出”的概率； 

当
2

N
M N ≤ 时，“成功复位”的概率小于“内存溢出”的概率． ···························· 9分 

（3）解法一：设 i 为第 i步数据块的数量的变化值， 1 2 n    ， ， ， 相互独立，且分布列均

为  1iP p    ，  1 1iP p    ． ·························································· 10分 

由题意可知， 1 1n n nX X    ， ···································································11分 

所以      1 1 1n n n n nX X XE E E         ． ··················································· 12分 

因为每步操作相互独立，所以第 1n  步的变化值 1n  与之前的累积状态 nX 相互独立， 

从而随机变量 nX 与 1n  相互独立，则      1 1n n n nX XE E E        ， ············ 13分 

所以      1 1n n nX XE E E      ．······························································· 14分 

因为  nXE  与 n无关，所以    1n nX XE E   恒成立， ·································· 15分 

事实上，          1 1 0n n nX X X X ME E E E E          ，故只需  1 1nE    ， 

由 i 的分布列可知  1 11 1p p      ， ··················································· 16分 

因式分解得    1 1 0p p       ，又 1  ， 

所以
1

p

p
 

 ．  

所以当
1

2
p  时，若  nXE  与 n无关，则

1

p

p
 

 ． ····································· 17分 

解法二：记系统运行n步的过程中，执行写入操作的次数为 ． ······················· 10分 

因为每步操作相互独立，所以     1Y B n p ， ． ············································11分 

因为   2nX M Y n Y M n Y       ， 

所以 2 2( )nX M n Y M n Y        ， 

所以       2 2n
YX M n Y M nE E E         ． ············································· 12分 

随机变量 2( )Y 的可能取值为 2 0( ) ， 2 1( ) ，， 2( )n ． ································ 13分 

因为      2 2( ) ( ) 1
rY r r n r

nP P Y r C p p       ， 0r  ，1， 2 ，， n， ········ 14分 

所以             2 2 2 2

0 0

1 1
n nY r r nrr n r

n
r r

E P Y r C p p p p   

 

                        ， 

Y
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 ··········································································································· 15分 

从而      2 1 1n

n
nX M n M p

E p p p    


              
． ···························· 16分 

要使得  nXE  与 n无关，又 M 是常数，  1 0
p

p


   ， 

所以  1 1
p

p


   ，解得
1

p

p
 

 ．  

所以当
1

2
p  时，若  nXE  与 n无关，则

1

p

p
 

 ． ····································· 17分 

 


