
找规律、归纳与递推

前言

归纳和递推是处理数列问题的常用手段. 注意到题目中已知条件或者所求证

的结论中有着比较密切的前后关系时，我们通常可以考虑使用递推和归纳的方法

解决问题. 这种题的突破点往往在如何找到要用的前后关系，这时候通常我们会

从简单情况开始找规律，借助简单情况的关系举一反三，得到我们需要的前后关

系.

专项练习

1.（1）已知某层楼有 10级台阶，阿不每次可以选择登上 1级台阶或者 2级台阶.
试问：阿不共有多少种不同的登台阶方法？

（2）已知某层楼有�级台阶，阿不每次可以选择登上 1级台阶或者 2级台阶. 试
问：阿不共有多少种不同的登台阶方法？

2.（1）平面上有 100 条直线，这些曲线可以把平面分成若干个连通区域，则连

通区域数量最大值为________．
（2）若平面上有 100条二次曲线，这些曲线可以把平面分成若干个连通区域，

则连通区域数量最大值为________．
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实战演练

1．（2015北京西城二模）无穷数列 �：�1，�2，…，��，…，满足�� ∈ �∗，且�� ≤
��+1(� ∈ �∗)，对于数列�，记��(�) = min{�|�� ≥ �}(� ∈ �∗)，其中 min{�|�� ≥ �}
表示集合{�|�� ≥ �}中最小的数．

（1）若数列�：1，3，4，7，…，写出�1(�)，�2(�)，…，��(�)；
（2）若��(�) = 2� − 1，求数列�前�项的和；

（3）已知�20 = 46，求� = �1 + �2 +⋅⋅⋅+ �20 + �1(�) + �2(�) +⋅⋅⋅+ �46(�)的值．

重点笔记

突破点（规律）：

难点（技巧）：
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2．（2024 新高考Ⅰ）设�为正整数，数列�1, �2, . . . , �4�+2是公差不为 0的等差数

列，若从中删去两项��和�� � < � 后剩余的 4�项可被平均分为�组，且每组的 4

个数都能构成等差数列，则称数列�1, �2, . . . , �4�+2是 �, � −可分数列．

（1）写出所有的 �, � ，1 ≤ � < � ≤ 6，使数列�1, �2, . . . , �6是 �, � −可分数列；

（2）当� ≥ 3 时，证明：数列�1, �2, . . . , �4�+2是 2,13 −可分数列；

（3）从 1,2, . . . , 4� + 2 中任取两个数�和� � < � ，记数列�1, �2, . . . , �4�+2是 �, � −

可分数列的概率为��，证明：�� > 1
8
．

重点笔记

突破点（规律）：

难点（技巧）：
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3．（2024北京昌平二模）已知�: �1, �2, ⋯, ��为有穷正整数数列，�1 ≤ �2 ≤ ⋯ ≤
��，且� = �1 + �2 + ⋯ + ��．从�中选取第�1项，第�2项，⋯，第��项 �1 < �2 < ⋯ <

�� ，称数列��1, ��2，⋯, ���为�的长度为�的子列．规定：数列�的任意一项都是

�的长度为 1 的子列．若对于任意的正整数� ≤ �，数列�存在长度为�的子列

��1, ��2, ⋯, ���，使得��1 + ��2 + ⋯ + ��� = �，则称数列�为全覆盖数列．

（1）判断数列 1,1,1,5 和数列 1,2,4,8 是否为全覆盖数列；

（2）在数列�中，若� ≤ 2� − 1，求证：当 2 ≤ � ≤ �时，�� ≤ � ≤ 1 + �1 + �2 +
⋯ + ��−1；

（3）若数列�满足：�1 = 1，且当 2 ≤ � ≤ �时，�� ≤ 1 + �1 + �2 + ⋯ + ��−1，

求证：数列�为全覆盖数列．

重点笔记

突破点（规律）：

难点（技巧）：
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4．（2023北京丰台一模）已知集合�� = {1,2,3, ⋯, 2n} � ∈ �∗, n ≥ 4 ，对于集合��
的非空子集�．若��中存在三个互不相同的元素�，�，�，使得� + �，� + �，� + �
均属于�，则称集合�是集合��的“期待子集”．

（1）试判断集合�1 = 3,4,5 ，�2 = {3,5,7}是否为集合S4的“期待子集”；（直接

写出答案，不必说明理由）

（2）如果一个集合中含有三个元素�，�，�，同时满足①� < � < �，②� + � > �，
③� + � + �为偶数．那么称该集合具有性质 P．对于集合��的非空子集�，证明：

“集合�是集合��的‘期待子集’”的充要条件是“集合�具有性质 P”；
（3）若��(n ≥ 4)的任意含有�个元素的子集都是集合��的“期待子集”，求�的

最小值．

重点笔记

突破点（规律）：

难点（技巧）：
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极端原理（包含无穷递降思想）

前言

我们处理复杂问题的时候，除了从简单情况找规律，还经常从特殊情况找规

律. 以“集合中最小的数”，“最短的边”等作为突破口可以帮助我们快速发现题

目的一些性质，从而完成解题.

专项练习

1. 证明 2是无理数．

2. 求所有的整数�，使得存在正整数�, �满足
�+1

�
+ �+1

�
= �.
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实战演练

1.（2024北京西城二模）已知数列�: �1, �2, ⋯, ��，从�中选取第� 1项、第� 2项、…、

第� �项（� 1 < � 2 < ⋯ < � �）构成数列�: �� 1, �� 2
, ⋯, �� �，�称为�的�项子列．记数

列�的所有项的和为�(� )．当� ≥ 2 时，若�满足：对任意� ∈ { 1,2, ⋯, � − 1 }，

��+1 − �� = 1，则称�具有性质�．规定：�的任意一项都是�的 1 项子列，且具有

性质�．
（1）当� = 4 时，比较�的具有性质�的子列个数与不具有性质�的子列个数的大

小，并说明理由；

（2）已知数列�: 1 , 2 , 3 , ⋯ , �   (� ≥ 2)．

（ⅰ）给定正整数� ≤ �
2
，对�的�项子列�，求所有�(� )的算术平均值；

（ⅱ）若�有�个不同的具有性质�的子列�1, �2, ⋯, ��，满足：∀  1 ≤ � < � ≤ �，

��与��都有公共项，且公共项构成�的具有性质�的子列，求�的最大值．

重点笔记

突破点（规律）：

难点（技巧）：
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2.（2022北京丰台二模）设�1 = �1, �1 ，�2 = �2, �2 ，…，�� = ��, �� ，��+1 =
��+1, ��+1 ，是� + 1 � ∈ N∗ 个互不相同的闭区间，若存在实数�0使得�0 ∈

�� � = 1,2, …, � + 1 ，则称这� + 1 个闭区间为聚合区间，�0为该聚合区间的聚合

点．

（1）已知�1 = 1,3 ，�2 = −2, sin � 0 < � < � 为聚合区间，求�的值；

（2）已知�1 = �1, �1 ，�2 = �2, �2 ，…，�� = ��, �� ，��+1 = ��+1, ��+1 为聚

合区间．

（ⅰ）设�0，�0是该聚合区间的两个不同的聚合点．求证：存在�, � ∈ 1,2, …, � + 1 ，

使得 ��, �� ⊆ �� � = 1,2, …, � + 1 ；

（ⅱ）若对任意�，�（� ≠ �且�，� ∈ 1,2, …, � + 1 ），都有��，��互不包含．求

证：存在不同的�，� ∈ 1，2，⋯，� + 1 ，使得�� − �� ≥ �−1
�

�� − �� ．

重点笔记

突破点（规律）：

难点（技巧）：
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3.（2024北京朝阳一模）若有穷自然数数列�：�1, �2, ⋅⋅⋅ , �� � ≥ 2 满足如下两个

性质，则称�为��数列：

① �� ≥ max �1 + ��−1, �2 + ��−2, ⋅⋅⋅ , ��−1 + �1 � = 2,3, ⋅⋅⋅ , � ， 其 中 ，

max �1, �2, ⋅⋅⋅ , �� 表示�1, �2, ⋅⋅⋅ , ��这�个数中最大的数；

② �� ≤ min �1 + ��−1, �2 + ��−2, ⋅⋅⋅ , ��−1 + �1 + 1 � = 2,3, ⋅⋅⋅ , � ， 其 中 ，

min �1, �2, ⋅⋅⋅ , �� 表示�1, �2, ⋅⋅⋅ , ��这�个数中最小的数.
（1）判断�：2，4，6，7，10是否为�5数列，说明理由；

（2）若�：�1, �2, ⋅⋅⋅ , �6是�6数列，且�1，�2，�3成等比数列，求�6；

（3）证明：对任意��数列�：�1, �2, ⋅⋅⋅ , �� � ≥ 2 ，存在实数�，使得�� = �� � =
1,2, ⋅⋅⋅ , � .（ � 表示不超过�的最大整数）

重点笔记

突破点（规律）：

难点（技巧）：
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