三次函数图象与性质研究
1. 
形如的函数，称为“三次函数”.
2. 三次函数的图象及性质
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的单调性、
极值
	
增区间为，

减区间为，

有两个极值点，

极大值为，

极小值为
	


恒成立，在R上单调递增，无极值
	
增区间为，

减区间为，

有两个极值点，

极大值为，

极小值为
	


恒成立，在R上单调递减，无极值

	

的零点
个数
	





	1个
	





	1个

	
的对称中心
	

三次函数的对称中心为点 
该点也是三次函数的拐点，此点横坐标也是二阶导数的零点



三次函数的图像的对称中心是的证明：





设函数的图像的对称中心为。按向量将函数的图像平移，则所得图像对应的函数是奇函数，所以，



化简得，该式对恒成立，故，

得，


所以函数的图像的对称中心是。


引例1：（教材课后作业P99第13题改编）利用信息技术工具，根据给定的a，b，c，d的值，可以画出函数的图象．在以下四个组合中，可使得函数在R上单调递增的有（   ）








A．，，，	B．，，，








C．，，，	D．，，，
【答案】AC

【分析】根据函数的导函数恒为正，计算各个选项满足即可判断.

【详解】因为，

所以，




当且时，，则在R上单调递增，

对于A：，符合题意；

对于B：，不合题意；

对于C：，符合题意；

对于D：，不合题意；
故选：AC．


变式：若函数在R上是单调函数，则实数a的取值范围是_______.





【解析】由题意，，显然在R上只能单调递增，所以恒成立，从而，解得：.

【答案】


引例2．（2020·全国III卷）已知函数．

（1）讨论的单调性；


（2）若有三个零点，求的取值范围．

【答案】（1）详见解析；(2).




【分析】（1），对分和两种情况讨论即可；




（2）有三个零点，由（1）知，且，解不等式组得到的范围，再利用零点存在性定理加以说明即可.

【详解】（1）由题，，




当时，恒成立，所以在上单调递增；





当时，令，得，令，得，





令，得或，所以在上单调递减，在


，上单调递增.



（2）由（1）知，有三个零点，则，且


即，解得，



当时，，且，


所以在上有唯一一个零点，


同理，，


所以在上有唯一一个零点，



又在上有唯一一个零点，所以有三个零点，


综上可知的取值范围为.
【点晴】本题主要考查利用导数研究函数的单调性以及已知零点个数求参数的范围问题，考查学生逻辑推理能力、数学运算能力，是一道中档题.



例2．（2022·新高考全国Ⅰ卷）已知函数，则（    ）


A．有两个极值点	B．有三个零点




C．点是曲线的对称中心	D．直线是曲线的切线
【答案】AC

【分析】利用极值点的定义可判断A，结合的单调性、极值可判断B，利用平移可判断C；利用导数的几何意义判断D.




【详解】由题，，令得或，


令得，





所以在，上单调递增，上单调递减，所以是极值点，
故A正确；



因，，，


所以，函数在上有一个零点，




当时，，即函数在上无零点，

综上所述，函数有一个零点，故B错误；



令，该函数的定义域为，，



则是奇函数，是的对称中心，


将的图象向上移动一个单位得到的图象，


所以点是曲线的对称中心，故C正确；



令，可得，又，




当切点为时，切线方程为，当切点为时，切线方程为，故D错误.
故选：AC.


变式．（2024·新课标Ⅱ卷）设函数，则（    ）


A．当时，有三个零点



B．当时，是的极大值点


C．存在a，b，使得为曲线的对称轴


D．存在a，使得点为曲线的对称中心
【答案】AD











【分析】A选项，先分析出函数的极值点为，根据零点存在定理和极值的符号判断出在上各有一个零点；B选项，根据极值和导函数符号的关系进行分析；C选项，假设存在这样的，使得为的对称轴，则为恒等式，据此计算判断；D选项，若存在这样的，使得为的对称中心，则，据此进行计算判断，亦可利用拐点结论直接求解.


【详解】A选项，，由于，




故时，故在上单调递增，



时，，单调递减，



则在处取到极大值，在处取到极小值，



由，，则，


根据零点存在定理在上有一个零点，



又，，则，




则在上各有一个零点，于是时，有三个零点，A选项正确；




B选项，，时，，单调递减，



时，单调递增，


此时在处取到极小值，B选项错误；



C选项，假设存在这样的，使得为的对称轴，


即存在这样的使得，

即，



根据二项式定理，等式右边展开式含有的项为，

于是等式左右两边的系数都不相等，原等式不可能恒成立，



于是不存在这样的，使得为的对称轴，C选项错误；
D选项，
方法一：利用对称中心的表达式化简




，若存在这样的，使得为的对称中心，

则，事实上，

，

于是





即，解得，即存在使得是的对称中心，D选项正确.
方法二：直接利用拐点结论
任何三次函数都有对称中心，对称中心的横坐标是二阶导数的零点，



，，，


由，于是该三次函数的对称中心为，


由题意也是对称中心，故，



即存在使得是的对称中心，D选项正确.
故选：AD








【点睛】结论点睛：（1）的对称轴为；（2）关于对称；（3）任何三次函数都有对称中心，对称中心是三次函数的拐点，对称中心的横坐标是的解，即是三次函数的对称中心



*例3.已知函数.给出下列四个结论：



①过点存在条直线与曲线相切；



②过点存在条直线与曲线相切；



③过点存在条直线与曲线相切；





④过点存在条直线与曲线相切时，的取值范围是.
其中，正确结论的序号是          .
【答案】①②③
【难度】0.4
【知识点】求过一点的切线方程、利用导数研究函数的零点





【分析】对于④，设切点为，写出切线方程，将点的坐标代入切线方程，可得出方程，构造函数，利用导数判断其单调性，可得出关于实数的不等式组，解之可判断④；对于①②③，将相应点的坐标代入函数解析式，判断关于的三次方程的解得个数，可判断①②③.



【详解】对于④，设过点的直线与曲线相切于点，


对于函数，则，


则，且切线斜率为，

所以切线方程为，


因此，整理得：，




设，则“过点存在条直线与曲线相切”



等价于“有个不同零点”， ，列表如下：
	

	

	

	

	

	


	

	

	

	

	

	






要使得函数有三个零点，则，解得，故④错；


设切点坐标为，则切线方程为，


对于①，则有，即，该方程只有一解，



所以，过点存在条直线与曲线相切，①对；

对于②，则有，




整理得，即，解得或，



所以，过点存在条直线与曲线相切，②对；

对于③，则有，

即，


令，则，列表如下：
	

	

	

	

	

	


	

	

	

	

	

	


	

	增
	
极大值
	减
	
极小值
	增





所以，过点存在条直线与曲线相切，③对.
故答案为：①②③.


课后练习

1．（2015安徽）函数的图象如图所示，则下列结论成立的是（    ）
[image: @@@ca8aeddd-5e27-4af7-828b-05dbb1d0074d]  








A．，，，	B．，，，








C．，，，	D．，，，
【答案】A




【分析】根据图象，由确定，求导后，确定有两个不相等的正实数根，结合函数单调性，韦达定理即可求出答案.

【详解】由图象可知，





有两个不相等的正实数根，且在上单调递增，在上单调递减，

所以，

所以，




综上：，，，.
故选：A



2．（2012高考）已知函数的图象与轴恰有两个公共点，则




A．或2	B．或3	C．或1	D．或1
【答案】A



【分析】利用导数判断函数的单调性求出极值点为，利用或可得结果.












【详解】因为,所以f(x)的增区间为,减区间为,所以的极大值为，极小值为，因为函数的图象与轴恰有两个公共点,所以只须满足或，即或,故选A.








【点睛】本题主要考查利用导数研究函数的单调性、函数的极值以及函数的零点，属于中档题.对于与“三次函数”的零点个数问题，往往考虑函数的极值符号来解决,设函数的极大值为 ，极小值为 ：一个零点或；两个零点或；三个零点且.






3．（2013安徽）已知函数有两个极值点，若，则关于的方程的不同实根个数为
A．3	B．4
C．5	D．6
【答案】A
【详解】试题分析：求导得[image: ]，显然[image: ]是方程[image: ]的二不等实根，不妨设[image: ]，于是关于x的方程3(f(x))2＋2af(x)＋b＝0的解就是[image: ]或[image: ]，根据题意画图：
[image: @@@ab2e816c-ddf2-46bd-b22c-26ef2e2f8581]  
所以[image: ]有两个不等实根，[image: ]只有一个不等实根，故答案选A.
考点：导数、零点、函数的图象



4．（2021·全国乙卷）设，若为函数的极大值点，则（    ）




A．	B．	C．	D．
【答案】D
【分析】

先考虑函数的零点情况，注意零点左右附近函数值是否变号，结合极大值点的性质，对[image: @@@030e07b554514f75a2c8a5e4d5ab9252]进行分类讨论，画出[image: @@@543dd92a897140c9aae5b3421a707dcb]图象，即可得到所满足的关系，由此确定正确选项.



【详解】若，则为单调函数，无极值点，不符合题意，故.







有和两个不同零点，且在左右附近是不变号，在左右附近是变号的.依题意，a为函数[image: @@@599e3b2bee684b6abf10ba298fcfcc87]的极大值点，在左右附近都是小于零的.




当时，由，，画出的图象如下图所示：
[image: @@@6c713a1a-22a6-42dd-b1c9-7a4a09aa984e]  



由图可知，，故.




当时，由时，，画出的图象如下图所示：
[image: @@@d1ad34d9-48fd-44a7-b5e6-62c71a854d31]  



由图可知，，故.

综上所述，成立.
故选：D
【点睛】本小题主要考查三次函数的图象与性质，利用数形结合的数学思想方法可以快速解答.




5．（2022深圳二模）已知，若过点可以作曲线的三条切线，则（    ）




A．	B．	C．	D．
【答案】B






【分析】设切点为，切线方程为，求出函数的导函数，即可得到，整理得，令，利用导数说明函数的单调性，即可求出函数的极值，依题意有三个零点，即可得到不等式组，从而得解；





【详解】解：设切点为，切线方程为，由，所以，所以，


则，所以，


令，则，






因为，所以当或时，当时，




所以在和上单调递增，在上单调递减，






所以当时取得极大值，当时取得极小值，即，，




依题意有三个零点，所以且，即；
故选：B





6．（2014新课标Ⅰ）已知函数，若存在唯一的零点，且，则的取值范围是




A．	B．	C．	D．
【答案】C
































【详解】试题分析：当时，，函数有两个零点和，不满足题意，舍去；当时，，令，得或．时，；时，；时，，且，此时在必有零点，故不满足题意，舍去；当时，时，；时，；时，，且，要使得存在唯一的零点，且，只需，即，则，选C．
考点：1、函数的零点；2、利用导数求函数的极值；3、利用导数判断函数的单调性．



7．（多选）（2024·新课标Ⅰ卷）设函数，则（    ）




A．是的极小值点	B．当时，




C．当时，	D．当时，
【答案】ACD



【分析】求出函数的导数，得到极值点，即可判断A；利用函数的单调性可判断B；根据函数在上的值域即可判断C；直接作差可判断D.


【详解】对A，因为函数的定义域为R，而，





易知当时，，当或时，






函数在上单调递增，在上单调递减，在上单调递增，故是函数的极小值点，正确；



对B，当时，，所以，



而由上可知，函数在上单调递增，所以，错误；




对C，当时，，而由上可知，函数在上单调递减，


所以，即，正确；


对D，当时，，

所以，正确；
故选：ACD.










8.（多选）三次函数，定义：是的导数，是函数的导数，若方程有实数解，则称为的“拐点”.某同学经探究发现：任何一个三次函数都有“拐点”；任何一个三次函数都有对称中心，且“拐点”就是对称中心，若函数，则下列说法正确的是（   ）



A．当时，拐点处的切线方程为





B．当时，在区间内存在最小值，则的取值范围是




C．若经过点可以向曲线作三条切线，则的取值范围是



D．对任意实数，直线与曲线有唯一公共点
【答案】ACD
【难度】0.4
【知识点】由导数求函数的最值（不含参）、利用导数研究函数的零点、求在曲线上一点处的切线方程（斜率）







【分析】对于A，根据题设定义求得，再利用导数的几何意义即可求解；对于B，根据条件，求得的极小值为，并求得，即可求解；对于C，根据条件，将问题转化成与有三个交点，利用导数求出的单调区间和极值，即可求解；对于D，联直线与曲线方程，通过判断方程解的个数，即可求解.




【详解】对于A，当时，，则，，


令，解得，





又，，所以函数拐点处的切线方程为，即，故A正确；



对于B，当时，，则，





所以当时，，当或时，，




所以在上单调递减，在，上单调递增，



所以在处取得极小值，




又由，得到，解得或，


要使函数在区间内存在最小值，




所以，解得，即的取值范围是，故B错误；


对于C，因为，则，


设切点为，则，

所以切线方程为，



又切线过点，所以，整理得，


令，则，





所以当时，当或时，




所以在上单调递增，在，上单调递减，





所以在处取得极小值，在处取得极大值，又，，




因为经过点可以向曲线作三条切线，即与有三个交点，



所以，即的取值范围是，故C正确，


对于D，由，可得，



即，显然在定义域上单调递增，




所以，即对任意实数，直线与曲线有唯一公共点，故D正确.
故选：ACD.



9. 若函数在上有极值点，则实数a的取值范围是_______.




【解析】若在上没有极值点，则在上是单调函数，



所以或在上恒成立，




由题意，，注意到，所以只能恒成立，即，


从而只需，解得：，




因为在上有极值点，所以的取值范围是.

【答案】




10．（2018江苏）若函数在内有且只有一个零点，则在上的最大值与最小值的和为__________．

【答案】





【分析】方法一：利用导数判断函数在上的单调性，确定零点位置，求出参数,再根据函数在上的单调性确定函数最值，即可解出.
【详解】［方法一］：【通性通法】单调性法

求导得，






当时，函数在区间内单调递增，且，所以函数在内无零点；




当时，函数在区间内单调递减，在区间内单调递增．




当时，；当时，．




要使函数在区间内有且仅有一个零点，只需，解得．





于是函数在区间上单调递增，在区间上单调递减，，所以最大值与最小值之和为．

故答案为：．
［方法二］： 等价转化












由条件知有唯一的正实根，于是．令，则，所以在区间内单调递减，在区间内单调递增，且，当时，；当时，．



只需直线与的图像有一个交点，故，下同方法一．
［方法三］：【最优解】三元基本不等式


同方法二得，，当且仅当时取等号，

要满足条件只需，下同方法一．
［方法四］：等价转化







由条件知有唯一的正实根，即方程有唯一的正实根，整理得，即函数与直线在第一象限内有唯一的交点．于是平移直线与曲线相切时，满足题意，如图．
[image: @@@d0c03446-5011-4ef5-abee-af61bb8696ea]




设切点，因为，于是，解得，
下同方法一．

【整体点评】方法一：利用导数得出函数在上的单调性，确定零点位置，求出参数，进而问题转化为闭区间上的最值问题，从而解出，是该类型题的通性通法；

方法二：利用等价转化思想，函数在上有唯一零点转化为两函数图象有唯一交点，从而求出参数，使问题得解；
方法三：通过三元基本不等式确定取最值条件，从而求出参数，使问题得解，是该题的最优解；

方法四：将函数在上有唯一零点转化为直线与曲线相切，从而求出参数，使问题得解．



11．已知函数.



（1）若是的极值点，求k的值和的单调区间；





（2）若函数在上有且仅有两个零点，求在上的最大值.









【解析】（1）由题意，，若是的极值点，则，解得：，此时，，所以或，，






故的单调递增区间是，，单调递减区间是，满足是的极值点.

（2）由题意，，






①若，则，所以在上单调递增，故在上最多一个零点，不合题意；





②若，则在上恒成立，所以在上单调递减，


故在上最多一个零点，不合题意；




③若，，所以当时，，





，从而在上单调递减，在上单调递增，易求得，




因为在上有且仅有两个零点，所以，解得：，

此时，，

所以
[bookmark: _GoBack]
备选题

14.（2016·北京）设函数


（1）求曲线在点处的切线方程；


（2）设，若函数有三个不同零点，求c的取值范围；


（3）求证：是有三个不同零点的必要而不充分条件.


【解析】（1）由题意，，所以，



故曲线在点处的切线方程为.



（2）当时，，，



所以或，，




从而在上单调递增，在上单调递减，在上单调递增，



故有极大值，极小值，



所以有三个零点的充要条件是，解得：


故当有3个不同的零点时，c的取值范围是.






（3）当时，方程的判别式，所以恒成立，从而在R上递增，故不可能有三个零点，


所以是有三个不同零点的必要条件；







另一方面，取，，，满足，但只有两个零点，所以不是有三个零点的充分条件；


综上所述，是有三个不同零点的必要不充分条件.



3．已知，，且．现给出如下结论：



①；②；③；



④；⑤；⑥．
其中正确结论的序号是（    ）
A．①③⑤	B．①④⑥	C．②③⑤	D．②④⑥
【答案】C

【分析】求出函数的导数，及该函数的极值和极值点，结合三次函数的性质逐一分析各个命题作答.


【详解】函数的定义域为R，求导得，





当时，；当或时，，




因此函数的单调递减区间为，单调递增区间为和，



 函数极大值为，极小值为，







因为有三个解、、，由三次函数的性质知：，，且，




即有，，因此，，所以②③⑤正确.
故选：C













4．对于三次函数，给出定义：设是函数的导数，是的导数，若方程有实数解，则称点为函数的“拐点”．经过探究发现：任何一个三次函数都有“拐点”，任何一个三次函数都有对称中心，且“拐点”就是对称中心．设函数，若函数的极大值与极小值之和为，则的值域为（    ）


A．	B．


C．	D．
【答案】D


【分析】计算函数的对称中心为，确定，求导得到单调区间，计算最值得到答案.




【详解】，，得，，


即函数的对称中心为，



函数存在极大值与极小值，设极值点为，，




，即或．，

，



当和时，，函数单调递增；


当时，，函数单调递减.




，，故的值域为．
故选：D


12．若函数在上存在最小值，则实数a的取值范围是_______.




【解析】由题意，，所以或，，







从而在上，在上，在上，



故有极大值，极小值，




注意到，如图，由图可知，要使在上存在最小值，应有.
[image: ]

【答案】
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