恒成立中的黑科技——必要性探路（含端点效应）
题型一 端点效应




1.（2025 宁波二模节选）已知函数.当时，恒成立，求实数的取值范围.

【解析】由题意可得，


，此时；


，此时；




要想对任意时，恒成立，则必有，即得.



即得是在恒成立的一个必要条件.



下面证明充分性，即证当时，对任意时，恒成立.

，


令，则，



即得在上单调递增，所以；


 即得，恒成立；
充分性得证.


综上所述 实数的取值范围为.




2.已知函数  . 当  1 时,  ,求的取值范围.
[bookmark: 解法一-端点效应]【解析】解法一：（端点效应）



由  得  ,



又  , 在  上单调递增,




 ,当  ,即  时,  ,



 在  上单调递增, ,符合题意;



当  ,即  时,  ,




 ,使得  ,又  在  上单调递增,





 当  时,  , 在  上单调递减,



 ,与题设矛盾.综上所述,  的取值范围为  .
解法二: (分离参数法+洛必达法则)







令  ,则  ,令  ,则  ,(这里用到切线放缩:  ,答题时需要证明)




 在  上单调递增,  ,即  ,



 在  上单调递增, ,



 . 的取值范围为  .
题型二 内点效应




1.设函数  . 若当  时,  ,求实数  的取值范围.





【解析】当  时,  恒成立,  ;当  时,  ,


令  ,则 (导中切)

又  恒成立 (答题时需要证明)





 当  时,  ; 当  时,  ,







 在  上单调递减,在  上单调递增, , 实数  的取值范围为  .



2. (2020 年全国 I 卷理科第 21 题 (2)) 已知函数  . 当时, 1,求a的取值范围.
【解析】 内点效应







由  得  ,设  ,则当  时, 由  得  .
下面证明充分性,


当  时,  .


要证  ,只需证  ,


只需证  ,设  ,则






当  时,  ,当  时,  ,



 在  上单调递减,在  上单调递增,





又  当  时,  当  时,  .


综上所述,  的取值范围为  .





3. 已知函数  ,其中  . 当  时,  恒成立, 求实数  的取值范围.

【解析】 设  ,则


由题意得,当  时,  恒成立,



又  是  的极小值点,  ,


又  ,解得  .


下面证明: 当  时,  恒成立.


① 当  时,  ,


 ,满足题意; (  为六大超越函数之一)

②当  时,


令  ,则  ,



 在  上单调递减,  ,

 ,满足题意;


③ 当  时,  ,





 在  上单调递增,  ,



 在  上单调递增,  ,满足题意;

综上所述,  .
4．已知函数f（x）＝2sinx﹣xcosx﹣x，f′（x）为f（x）的导数．
（1）证明：f′（x）在区间（0，π）存在唯一零点；
（2）若x∈[0，π]时，f（x）≥ax，求a的取值范围．
【解析】（1）证明：∵f（x）＝2sinx﹣xcosx﹣x，
∴f′（x）＝2cosx﹣cosx+xsinx﹣1＝cosx+xsinx﹣1，
令g（x）＝cosx+xsinx﹣1，则g′（x）＝﹣sinx+sinx+xcosx＝xcosx，
当x∈（0，）时，xcosx＞0，当x时，xcosx＜0，
∴当x时，极大值为g（）0，
又g（0）＝0，g（π）＝﹣2，
∴g（x）在（0，π）上有唯一零点，
即f′（x）在（0，π）上有唯一零点；
（2）由题设知 f（π）⩾aπ，f（π）＝0， 可得 a⩽0.
由（1）知，f′（x）在（0，π）上有唯一零点x0，
使得f′（x0）＝0，且f′（x）在（0，x0）为正，在（x0，π）为负，
∴f（x）在[0，x0]递增，在[x0，π]递减，
结合f（0）＝0，f（π）＝0，可知f（x）在[0，π]上非负，
∴当x∈[0，π]时，f（x）≥0，
又当a≤0，x∈[0，π]时，ax≤0，∴f（x）≥ax，
∴a的取值范围是（﹣∞，0]．
题型三 显点效应（又名特殊点效应）



1．已知函数  . 若  恒成立,求  的取值范围.



【解析】 由题意得,  ,即  ,解得  ,

这是  恒成立的一个必要条件,下面证明充分性.


当  时,  .


令  ,则  ,


令  ,则  ,



 在  上单调递增,又  ,





 当  时,  ; 当  时,  .


 ,即  .


综上所述,  的取值范围为  .
[bookmark: _GoBack]2.已知函数f（x）＝lnx﹣ax．
（1）讨论f（x）的单调性；
（2）若f（x）只有一个零点，求a的取值范围；
（3）设g（x）＝ex﹣1+xf（x），若g（x）≥0恒成立，求a的取值范围．
【解析】解：（1）因为f（x）＝lnx﹣ax，x＞0，
所以，
当a≤0时，f′（x）＞0，
所以f（x）在（0，+∞）单调递增；
当a＞0时，令f′（x）＝0，解得，
当时，f′（x）＞0，即f（x）在单调递增，
当时，f′（x）＜0，即f（x）在单调递减，
综上所述，当a≤0时，f（x）在（0，+∞）单调递增；
当a＞0时，f（x）在单调递增，在单调递减；
（2）令f（x）＝lnx﹣ax＝0，则，
设，由题意得g（x）＝a只有一个根，
即直线y＝a与函数y＝g（x）的图象只有一个交点，
对g（x）求导，得，
令g'（x）＝0，解得x＝e，
当x∈（0，e）时，g′（x）＞0；当x∈（e，+∞）时，g′（x）＜0；
所以（x）在（0，e）单调递增，在（e，+∞）单调递减，
所以，
当0＜x＜1时，g（x）＜0；当x＝1时，g（x）＝0；当x＞1时，g（x）＞0，
作出y＝g（x）的图象，如图所示：
[image: 菁优网：http://www.jyeoo.com]
又因为直线y＝a与函数y＝g（x）的图象只有一个交点，
所以a≤0或．
所以实数a的取值范围为（﹣∞，0]∪{}；
（3）由g（x）＝ex﹣1+xf（x）＝ex﹣1+2lnx﹣ax2，
令x＝1，则g（1）＝1﹣a≥0，故a≤1，
当a≤1时，g（x）＝ex﹣1+xlnx﹣ax2≥ex﹣1+xlnx﹣x2，
以下证明ex﹣1+xlnx﹣x2≥0，
设，
则，
令H（x）＝ex﹣1﹣x，x＞0，则H′（x）＝ex﹣1﹣1，
令H′（x）＝ex﹣1﹣1＝0，解得x＝1，
当x∈（0，1），H′（x）＜0，则H（x）在（0，1）单调递减，
当x∈（1，+∞），H′（x）＞0，则H（x）在（1，+∞）单调递增，
所以H（x）≥H（1）＝0，即ex﹣1﹣x＞0，
所以x∈（0，1）时，G′（x）＜0，则G（x）在（0，1）单调递减，
所以x∈（1，+∞）时，G′（x）＞0，则G（x）在（1，+∞）单调递增，
所以G（x）≥G（1）＝0，
综上所述，实数a∈（﹣∞，1]．
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